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Numerik . Zahlenméafige Losung mathematischer Probleme, wie

Lineare Gleichungssysteme

Nichtlineare Gleichungen/Nullstellen

Darstellung von Funktionen

Eigenwertprobleme

Integrale

mit Hilfe von Computern Sicherheit, Effizienz, Einfachheit.
Vorkenntnisse : Anfingervorlesungen

Hohere Programmiersprache (C, FORTRAN, MATLAB)

Eigentiimlichkeiten der Numerik:
1. Hat den Charakter eines Handwerks: Uben, iiben, iiben!

2. Umgang mit Ungenauigkeiten: Rundungsfehler, Datenfehler.
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3. Effizienz und Praktikabilitéat.

4. Benutzt Hilfsmittel aus vielen mathematischen Disziplinen.



Ausblick
Typische Fragestellungen der Numerik:

1. Nullstellen
f:R—=R.
Suche T € R mit f(7) =

f@)=2>+pr+q:Tia=—p/2%\/p*/4—¢q

f) = 2"+ ap 12" '+ tag?

f(x) = € —sinzx?

Allgemeiner:

Iterative Verfahren:

mily
mny = f(z)
mg/
mnzZmnz' mnz® mnz
/

Abbildung 1: Newton-Verfahren
Ausgangsndherung x. Berechne Folge (z)) von Néherungen nach folgendem
Rezept (Algorithmus):

Sei z berechnet. Berechne Tangente an y = f(x) in (z, f(zx)). Nehme als
Z+1 die Nullstellen der Tangente.

y = fla) + ')z — )
0 = flog) + f(or)(@hyr — )
= x ED) ewton-Verfahren
Tpt1 — k— f’(xk) Newt Verfah
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Beispiel:

flz) = 2°—a, Tipa=+Va (a>0)

ri—a 1 a
Th+1 = T — 90 22(Ik+xk>

Numerisches Beispiel: a = 2, 7; = 1.414213.. ..

k T Anzahl der korrekten Dezimale
0 1 1
1 1.5 1
2 1.417 3
3 1.414216 6
4 1.414213562 10
Fragen:

Konvergenz x — T, fiir welche x4?
Wie schnell ist die Konvergenz?
Ubertragung auf Systeme von Gleichungen?

2. Integration
f:R'—-R'.

b
Berechne [ g(z)dz.

Stammfunktion F' von f bekannt:

/f(:r)d:c — F(b) — F(a) .

Annahme: Routine zur Berechnung von f(x) fiir jedes z steht zur Verfiigung.

mny

mhry = a mnz, = b mnx

Abbildung 2: Trapezregel
ri=a+ih,i=0,....,n, h=(b—a)/n
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Approximiere das Integral durch die Flache der Trapeze:

Ty = 5 (Fao)+ @) + 5 (Flon) + F@) -+ o (Flmaa) + F()

5 2
= WGt fib faa b o h) o fi= T

2
Beispiel:
1
/exdx:e— 1 = 1.71828...
0
1 1
171 12, 1 B
Ty = ! <1 + e/t el/? 4 e3¢ 1e> = 1.727
4 \2 2
Fragen:

Konvergenz fiir h — 07
Wie schnell ist die Konvergenz?
Formeln mit besserer Konvergenz?

3. Lineare Gleichungssysteme

A(n,n)-Matrix reeller Zahlen, b € R".

Gesucht: z mit Az = b.
Cramer’sche Regel: A; entstehe aus A durch Ersetzen der j-ten Spalte mit
b. Dann gilt

= ~1,.
YT Qet(A) el
Anzahl der Rechenoperationen:
det(A) : Summe von n! Produkten mit je n Faktoren, also

n!(n — 1) Multiplikationen und

n! — 1 Additionen/Subtraktionen, d.h.

(n + 1)! Multiplikationen +O(n!) weitere Operationen.
(Wir werden spéter sehr viel effizientere Methoden zur Berechnung von De-
terminanten kennenlernen.) Das gleiche gilt fiir det(A;). Also bendtigen wir

(n + 2)! Multiplikationen + O((n + 1)!) weitere Operationen.

Wir werden ein Verfahren angeben, das mit %ng + O(n?) Operationen aus-
kommt.



Beispiel: n = 20:

Auswirkung von Fehlern:
1+ Ty
1 + 0.9925
1.01x7 + 1.01z,
x1 + 0.992,

1

= 1.1 1021
= 2.7 103
r = 1
Losung
To = 0
x
Losung
To =

Dieser Fehler hat nichts mit Rundung zu tun.

4. Diskrete Fourier-Transformation

5. Uber- und unterbestimmte lineare Systeme

6. Eigenwertprobleme



Kapitel 1

Fehler beim numerischen
Rechnen

1.1 Absoluter und relativer Fehler

x € R, & Naherung fiir x.

Absoluter Fehler : Az =2z —2
Relativer Fehler : Ax/z = (Z—z)/x (z#0)

In der Numerik ist der relative Fehler der wichtigere. Er wird in Prozent
angegeben.

Fehlerfortpflanzung:
Auszuwerten sei y = f(x), f: R™ — R".

Wie héngt der Fehler der y; mit dem der x; zusammen?
Satz 1.1.1 Sei D offen und konvex, und sei f € CY(D). Dann gilt fiir x,x+
Az e D

Ofi

sup o, (2)

Az, i=1,...,n.

Beweis: Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Folgerung: Fiir die relativen Fehler nahe bei x gilt ungefdhr

Yi j=1 J
o,
hole) = [asgl @)/ Ao
J

Die k;; heiflen Verstarkungsfaktoren.



Beispiele:

1) vy = z129, kij =1
2) 1 =x1/x9 ki =1
3yp=at,  kn=|q
4) vy =x1 + 29, klj:ﬁ.

Hier sind die Verstarkungsfaktoren grof3, falls x; + x5 klein im Vergleich zu
1, To. Zahlenbeispiel:

1.14 —-1.03 = 0.11
1.15—-1.02 = 0.13
Fehler ~ 1% Fehler ~ 20%
5) y? — x1y — 19 = 0, also
ylz%—i-\/a,yQ:%—\/E,d:x%/‘L‘f‘i@
koo = |

Die Verstirkungsfaktoren sind groB, falls v/d klein im Vergleich zu z, y; oder
Yo

1.2 Rechnerarithmetik

Wir beschreiben eine fiktive Rechnerarithmetik, die wir dezimale normalisier-
te Gleitkommaarithmetik mit Mantissenldnge m nennen. Existierende Rech-
ner verfiigen iiber eine Arithmetik, die unserer fiktiven sehr nahe kommt. Eine
gewisse Standardisierung ist mit dem IEEE 754 Standard versucht worden.

1. Menge A der Maschinenzahlen. Dies ist die Menge der Zahlen der Form

j:O.al c amwb
0<a; <10, b ganz
entweder a; # 0 oder alle a; =0 (Normalisierung)

b heifit Exponent, +0.a; ... a,, Mantisse. Der Wert einer solchen Maschinen-
zahl ist natiirlich

+> @10

=1

Beispiele: m =4



0.3142401 ist Maschinenzahl mit Wert 3.142.

0.31425191, 0.0314491 sind keine Maschinenzahlen.

2. Rundung. Eine Abbildung rd : R — A heifit Rundung, falls

fir alle a € A.

Beispiel: Fiir x = 0 sei rd(z) = 0. Fir  # 0 sei z = +£0.a10az . ..
ay # 0 und rd(x) = £al0°, wobei

lrd(z) — x| < |a — x|

-~} Oay...ap falls apy <4,
“= 0.a1...a,+107™ falls a,+1 >5.

Fir m =4 ist z.B.

(e

V5T

X
X

Diese Rundung ist

keine Abbildung. Dies ist aber leicht zu beheben.

Die Zahl

= 3.1415926. ..
= 7.5498...

= 0.1253

= 0.1253499...

5

rd(m)
rd(vV/57)
rd(x)

(
rd(x)

0.3142,1
0.7550101
0.12541,0
0.1253,00

10° mit

also nicht eindeutig, rd also im mathematischen Sinne

heifit Maschinengenauigkeit.

Satz 1.2.1 Fir jede Rundung rd gilt fir x # 0
rd(z) —x

eps=5-10""

X

< eps

Beweis: Sei © = £0.a1...ay, ... 10°, a; # 0. Offenbar ist

Division ergibt die Behauptung.

Durch folgendes Programm kann man die Maschinengenauigkeit ungefahr

berechnen:

r=1;

while (14+2>1) z=x/2;

eps = x;
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3. Maschinenoperationen

Die reellen Operationen +, —, /, - kénnen in A im allgemeinen nicht aus-
gefithrt werden.

Beispiele: m = 2.

1/0.9 =1.111... ¢
1.1-1.1=1.21 ¢

A
A
0.13+0.0071 =0.1371 ¢ A

Man definiert Maschinenoperationen &, ©, @, ® durch

r@y=rdlx+y), Oy=rdlr—y) usw.

Satz 1.2.2 Der relative Fehler der Maschinenoperationen ist < eps.

Beweis: Klar nach Satz 1.2.1.

O

Das Problem der Rundungsfehleranalyse liegt darin, daf§ Satz 1.2.2 fiir mehr
als zwei Operanden nicht mehr gilt.

Beispiel: m = 2.
0.75 + 0.055 — 0.80 = 0.005

In Maschinenarithmetik wird daraus
(0.75 ¢ 0.055) © 0.80 = 0.01

oder
0.75 @ (0.055©0.80) =0 .

In jedem Fall bekommt man einen relativen Fehler von 100%! Uberdies sieht
man: Maschinenoperationen sind nicht assoziativ!

In dem Beispiel sind zwei Dinge passiert:
1. Es ist zunéchst ein kleiner Fehler entstanden.
2. Dieser Fehler wird durch eine nachfolgende Addition/Subtraktion verstéarkt.

Die durch Subtraktion nahezu gleich grofler Zahlen verursachte Verstirkung
eines Fehlers nennt man Ausléschung (= Ausloschung korrekter Dezimalstel-
len). Vermeidung von Ausléschung ist ein fundamentales Ziel der Numerik.
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Wir haben einen unendlichen Exponentenbereich angenommen. Reale Ma-
schinen haben natiirlich einen endlichen Exponentenbereich. Dadurch kann
es zu einem overflow (Exponent zu grofl) oder zu einen underflow (Exponent
zu klein) kommen. Die Maschine mufl darauf irgendwie reagieren (exception

handling).

Einige Angaben zu IEEE 754 single precision Gleitkommaarithmetik:

’i by by--- bs a; ap--- 23
1 8 23

Der dargestellte Wert (Dualsystem) ist
+ 1.04@2"'(123' 2b_127 s b:blbg

Die Maschinengenauigkeit ergibt sich zu
eps =274 =596-10"8

Exception handling:

1/0 00

overflow o0

0/0,0-00,v/=1  NaN (not a number)
underflow

12



Kapitel 2

Lineare Gleichungssysteme

2.1 Das Gauf3’sche Eliminationsverfahren

A reelle (n,n)-Matrix, b € R". Gesucht ist z € R" mit Az = b. Eindeutig
losbar falls det (A) # 0. Ausfiihrlich:

1171 + a1 + - Fay T, = by

a21T1 + Q29T + -+ + Q2 Ty, = by

ap 121 + Ap 2X2 + -+ Ap 2Ty = bn
Elimination von z; aus den Gleichungen 2,...,n: Sei a;; # 0. Multiplizie-
re die 1-te Gleichung mit ¢;; = a;;/a;; und subtrahiere die entstandene
Gleichung von der i-ten, i = 2,...,n:

(@io — liraro)xe + -+ (in — binan1)x, =b; — {1by
Dies ist ein System von n — 1 Gleichungen in x5, ..., x,. Wir schreiben es als

aSyry + asars 4o+ aShw, = by

&:())2%33'2 + a:(fg:cg + - 4 a:(f,)an = b§2)
a,(f;xz + a,(f%xg 4+ aﬁf%wn = bgf)

CL@) = (I(l - gz lalgj) ) b(z) = b(l) - El lb(l)

2, 2,7 3
1 _

Zur Vereinheitlichung haben wir a; ; = a; j, b< = b; gesetzt.

Elimination von zs aus den Gleichungen 3,...,n: Sei a2,2 # 0. Mit 4,5 =
aﬁ?/a?; erhalten wir wie oben fir i = 3,... n:

( (2 — gz 2&2 %) T3 4+ 4+ ( (2 — gz 2&2 n) Tn = b1(2) — gi,Zbg)
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Dies ist ein System von n — 3 Gleichungen in z3, ..., x,. Wir schreiben es als

a§3§x3 + agﬁm + - 4 ag’%xn = b:(f’)
af?),xg + aﬂm + -+ af,)lxn = bf)
07(1%%532 + %(13,21384 -t alPa, = b
CLE? = agfy) - gi,Zagj)‘ ’ bgs) - bZ(Q) - ei,gbg)

So macht man weiter, bis man bei einer Gleichung in der Unbekannten z,,

ankommt.
al")w, = b
al) = a7V — 0, 10l B =D g, bSY

/ nl)/(nl

nn—1 = Qpp 1/0p_1p-1 -

Damit ist der Elminationsprozefl abgeschlossen. Es folgt das Riickwértseinset-
zen:

r, = b /a(”
tna = (05D — 6050 2 fal

2 2 2 2
Ty = (bé ) aggxg — = agj,)lxn) /ag’%
= (B —allea— o~ ale) )

Dies ist das vollstindige Eliminationsverfahren. Es 148t sich durchfiihren,
wenn die “Pivotelemente” aﬁ? # 0 sind.

Pseudocode fiir das Eliminationsverfahren:

elim (A, b, z,n)

{ for j=1,...,n
{ fori=j+1,....n

{ t=aij/a;y;
for k=j+1,...,n ai = ai — *a;;
bi = b; — L *by;

}

for j=mn,...,1
{ =10
for k=j+1,....,n x; =x; — a; * Ty;
T = 2/ a5
}

Anzahl der Rechenoperationen (1 flop = 1 Mult./Div. + 1 Add./Sub.):
K; = Anzahl der flops fiir j-ten Eliminationsschritt:
Kj=(n—3)"+0(n—j)
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Ganzer Eliminationsprozef:

Riickwiirtseinsetzen: $n*+ O(n).

Satz 2.1.1 Das Gauf$’sche Eliminationsverfahren kann in %n3+ O(n?) flops
durchgefiihrt werden.

Rundungsfehler:

Die einzige rundungsfehlerrelevante Operation ist a; y—¢; ja; k., Cij = aij/a; ;.
Wir nehmen an, dafl zu Beginn der Rechnung alle a;;, Grofenordnung 1
haben. Ausloschung tritt dann genau dann auf, wenn ein a; j klein wird. Wir
unterscheiden drei Fille.

1) Fiir das kleine a;, ist k > j. Dann kann a; ;, —¥¢; ja; trotz des groien re-
lativen Fehlers von a; ;, noch genau berechnet werden. Die Ausléschung
ist harmlos.

2) Fiir das kleine Element a; j, ist £ = j und ¢ > j. Dann ist ¢; ; klein und
hat grofien relativen Fehler. a;; — ¢; ja;; kann aber trotzdem genau
berechnet werden. Die Ausloschung ist harmlos.

3) a;; féllt klein aus. Jetzt ist ¢;; groB und hat grofien relativen Fehler.
a; , —¥; ja; , kann nicht mehr genau berechnet werden. Die Ausloschung
ist nicht harmlos.

Um Fall 3) zu vermeiden, vertauscht man vor dem j-ten Eliminationsschritt
die Zeile j mit der Zeile i > j, fiir welche |a; ;/a; ;| moglichst grof wird. Man
spricht von maximaler Spaltenpivotsuche.
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2.2 Die LR-Zerlegung

Wir wollen nun den Eliminationsprozess in einer anderen Form darstellen.
Wir nennen die (n,n)-Matrix L = (¢;) linke Dreiecksmatrix, wenn ¢; , = 0
ist fiir £ > ¢. Ebenso nennen wir die (n,n)-Matrix R = (r;;) rechte Drei-
ecksmatrix, wenn 7, = 0 ist fiir 4 > k. Die invertierbaren linken (und auch
rechten) Dreiecksmatrizen bilden eine Gruppe beziiglich der Multiplikation.

Unter der LR-Zerlegung einer (n,n)-Matrix A versteht man die Berechnung
von Dreiecksmatrizen L, R mit A = LR. Ist die LR-Zerlegung hergestellt,
kann Az = b durch

Ly=b , Rx=y

ersetzt werden. Diese Systeme mit Dreiecksmatrizen kénnen durch sogenann-
tes Vorwirts- bzw. Riickwértseinsetzen gelost werden:

Yy = 51/51,1 ) Tn = yn/rn,n )
Y2 = (bz - 52,1%)/52,2 ) Tn-1 = (ynfl - 7’n71,nl‘n)/7"n71,n—1 s
Yn = (bn - En,lyl - gn,n—lyn—l)gn,na 1 - (yl - T1,2x2 - rl,nxn)/rl,l .

Jeder dieser Prozesse erfordert sn*+ O (n) flops.

Zur Herstellung der L R-Zerlegung verwenden wir die Elementarmatrizen.

1
’ 1
j =
ity
—Lp 1
Sie weichen nur in der j-ten Spalte unterhalb des Diagonalelementes von
der Einheitsmatrix ab und enthalten dort die Elemente —€;41;,..., =05 ;.

Elementarmatrizen geniigen einigen einfachen Rechenregeln.

1) Anwendung auf einen Vektor:

a1 a1
L. a;j _| %
j+1 j+1 J+1,5%5
an Ay — Cp ja;

2) Anwendung auf eine (n,m)-Matrix A : L;A entsteht aus A durch
Subtraktion des /; j-fachen der j-ten Zeile von der i-ten Zeile, i =
j+1,...,n. Dies ist genau die Operation, die wir beim j-ten Elimina-
tionsschritt durchgefiihrt haben.
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3) Aus 1) folgt sofort: L; ist invertierbar, und Lj_1 entsteht aus L; durch
Streichen der Vorzeichen der ¢ ;.

4) Das Produkt L,;Ly, j < k, berechnet sich durch “Uberlagern” von L;,

Lki
1
1
Lij = _€j+1,j
: 1
_£k+1,k
lpj —Ln i 1

Neben den Elementarmatrizen benttigen wir noch Permutationsmatrizen. Sei
{i1,...,i,} eine Permutation von {1, ...,n} und sei e; der i-te Einheitsvektor
in A™. Dann ist

*
e;,
P = :
*

die zur Permutation {iy,...,4,} gehorende Permutationsmatrix. Auch Per-

mutationsmatrizen geniigen einfachen Rechenregeln.

1) Anwendung auf einen Vektor:

2) Anwendung auf eine (n, m)-Matrix A : PA entsteht aus A durch Per-
mutation der Zeilen entsprechend der Permutation {i,...,4,}.

3) AP* entsteht aus A durch Permutation der Spalten geméfi der Permu-
tation {i1, ..., i}

4) P ist invertierbar, und P~! = P*. Insbesondere ist PP* = P*P = I,
also P unitér.

Zum Schlu wollen wir noch das Zusammenspiel von Elementar- und Per-
mutationsmatrizen betrachten. Sei P eine Permutationsmatrix, welche nur
Zeilen > j vertauscht, d.h. iy = 1,...,4; = j. Dann gilt PL;P* = L}, wobei

17



L die gleiche Form wie L; hat, aber mit (geméf der Permutation) vertausch-
ten Elementen £} ; = ¢ k > j. Dies sieht man sofort, wenn man

R
0
—lji1
—Ly, 0

schreibt und die Wirkung von Links- bzw. Rechtsmultiplikationen mit P und
P~ studiert. Es folgt die Vertauschungsrelation PL; = L’ P. Wir kénnen nun
das Eliminationsverfahren durch rekursive Linksmultiplikation der Matrix
(A, b) mit Permutations- und Elementarmatrizen darstellen. Sei P; die Per-
mutationsmatrix, welche die Zeilenvertauschung vor dem j-ten Eliminations-
schritt ausfiihrt. P; vertauscht also nur die Zeilen j, ..., n untereinander. Sei
L; die Elementarmatrix mit ¢; ; = a; j/a; ;, wobei a; ; nun das (i, j)-Element
vor Beginn der Elimination im j-ten Eliminationsschritt, also unmittelbar
nach Anwendung von P; ist. Das Eliminationsverfahren lautet dann

Ly 1 Py_y-- 'L2P2L1P1(A7 b) = (Rv ?J) .

Dabei ist R die rechte Dreiecksmatrix, die im Laufe des Eliminationsprozesses
entsteht, und y die zugehdrige rechte Seite. Das Produkt auf der linken Seite
kann man durch die Vertauschungsregel P.L; = L’ Py, k > j, vereinfachen.
Fiir n =4 ist z.B.

LsPsLyPyly Py = LgP3LoL)PyP,
= L3LyPsL, PPy
— L3LyL/PPyPy
- L'P,

L= (L)LY 'Lyt , P=PRPRP .
Nach unseren Rechenregeln ist L die linke Dreiecksmatrix, die durch “Uber-
lagern” der Elemente ¢; ;, ¢ > j, entsteht. P ist diejenige Permutationsma-

trix, die alle wéahrend der Elimination aufgetretenen Zeilenvertauschungen
ausfiihrt.

Satz 2.2.1 Zu jeder (n,n)-Matriz A gibt es eine Permutationsmatriz P, so
daf$ PA eine LR-Zerlegung mit {;; =1, i =1,...,n hat.

Bemerkungen:

1) Fir die Giiltigkeit von Satz 1 ist es unerheblich, ob A invertierbar
ist oder nicht. Ist A nicht invertierbar, so kann man einmal kein von Null
verschiedenes Pivotelement mehr finden. In diesem Fall kann man den Eli-
minationsschritt unterlassen, also L; = P; = I setzen.
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2) Wie das Beispiel A = ( (i (1] ) zeigt, ist der Satz ohne die Permutation

P falsch.

3) Die LR-Zerlegung von A kann mit Hilfe eines leicht abgednderten Pro-
gramms elim hergestellt werden. Die Matrix L erhilt man, indem man die
U’s als ¢; j speichert. R ist die durch die erste j-Schleife umgeformte Matrix
A. P erhalt man als Produkt aller ausgefiihrten Zeilenvertauschungen.

4) Hat man mehrere Systeme Az = b i =1,...,m mit ein und derselben
Matrix A zu l16sen, braucht man die LR-Zerlegung nur einmal auszufiihren.
Danach kann man jedes System durch n*+ O(n) flops 16sen.

2.3 Die Cholesky-Zerlegung

Eine (n,n)-Matrix A = (a;;) heifit hermitesch, wenn A = A* oder a;; = aj;.
Falls A hermitesch ist, ist (z, Ay) = (Ax,y) reell, und A besitzt n reelle
Eigenwerte und ein zugehoriges Orthogonalsystem von n Eigenvektoren. Ist
dariiber hinaus (z, Az) > 0, so heifit A positiv semidefinit. Ist (Az,x) >
0 fiir z # 0, so heifit A positiv definit. Ist A positiv definit, so offenbar
auch alle Untermatrizen (a;;)r<;j<¢ mit k& < ¢; insbesondere sind also die
Diagonalelemente positiv.

Wir wollen annehmen, die positive definite Matrix A besitze eine LR - Zer-
legung. Sei also A = LR und ¢;; = 1,4 = 1,...,n. Dann ist A* = R*L",
also A = R*L* eine weitere LR-Zerlegung von A. Sei D die Diagonale von
R. Dann ist A = R*(D*)"'D*L* eine LR-Zerlegung von A, deren linker
Faktor nur 1’sen auf der Hauptdiagonalen hat. Nach der Eindeutigkeit der
LR-Zerlegung (Aufgabe 10) ist also L = R*(D*)~! und D*L* = R. Also ist
A = LD*L*. Da A positiv definit ist miissen die nichttrivialen Elemente von
D positiv sein. Nach geeigneter Fixierung der Diagonalen von L kann man
also R = L* annehmen, und wir kommen zu

A=LL". (3.1)

Dies nennt man die Choleskey-Zerlegung von A. Der folgende Satz gibt die
genaue Eindeutigkeitsbedingung, sein Beweis einen bequemen Algorithmus.

Satz 2.3.1 Sei A positiv definit. Dann gibt es genau eine linke Dreiecksma-
trix L mit positiven Diagonalelementen, so daff A = LL*.

Beweis: A = LL* bedeutet elementweise geschrieben

j
Y linlip=ai; , n>i>j>1; (3.2)
k=1
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fiir K = R kann das « -7 - Zeichen natiirlich wegfallen. Das nichtlineare
Gleichungssystem (3.2), bestehend aus n(n + 1)/2 Gleichungen fiir ebenso
viele Unbekannte, 148t sich rekursiv auflosen. Die Gleichungen fiir j = 1
lauten

€i71Z171:ai,1, @zl,,n

Fiir ¢ = 1 ergibt sich ¢, ; = /a1 1. Dabei wurde ¢; ; > 0 und a; ; > 0 benutzt.
Fiir die weiteren Elemente der 1. Spalte von L ergibt sich dann

€i71:G171/€171, 2:2,,n

Damit ist die erste Spalte von L bestimmt.

Die Gleichungen (3.2) fiir j = 2 lauten

&315271 + €i72€2,2 =a;5, 1=2,...,n.

52,2 =\ a22 — |€2,1 2.

Dabei wurde angenommen, dafl der Radikand positiv ist, und daf} ¢35 > 0.
Die weiteren Elemente der 2. Spalte von L ergeben sich dann zu

Fiir ¢ = 2 ergibt sich

6132 = (ai,2 - gi,1?2,1)/€272 , 1=23,...,mn.

Damit ist auch die zweite Spalte von L bestimmt.

Wir wollen nun annehmen, Spalten 1,...,5—1 von L seien bereits bestimmt.
Dann schreiben wir die Gleichung (3.2) fiir die j-te Spalte hin, also

Cialjn+- -+ bl + il =a;, i=j...,n.

Fiir 7 = j ergibt sich aus ¢;; > 0 sofort

i = \/aj,j — a2 = =] (3.3)

wenn nur der Radikand positiv ist. Die weiteren Elemente der j-ten Spalte
sind dann

Cig = (aij = linljn — - —Lij 1l 1)/l . (3.4)

Die auf der rechten Seite von (3.3), (3.4) auftretenden Elemente von L stehen
bis auf ¢; ; alle in den bereits berechneten Spalten von L, und ¢; ; ergibt sich
aus (3.3). Wir sehen, daf§ alle Elemente von L berechnet werden koénnen,
wenn nur der Radikand in (3.3) immer positiv ausféllt. Dies wollen wir nun
durch vollstandige Induktion zeigen. Fiir j = 1 ist dies richtig, weil a;; > 0.
Sei es richtig bis zu 7 — 1. Dann lassen sich die Spalten 1,...,7 — 1 von L
berechnen. Diese bilden die (n,j — 1)-Matrix L;, und es gilt
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Q1,1

Ly =| @bt 7 GimLi (3.5)
] . ... .. .. : :
aj,1 aj,5—-1 Ljj
CLn,l e an,j—l xn,j e xnm

Es wurde nur die linke Hélfte der Matrix notiert; die rechte ergibt sich aus
der Hermitezitéat. Die Elemente z; ; sind ohne Bedeutung mit Ausnahme von
x;;, und dieses ist

25 = gal + -+ [l

Wir zeigen, daB z;; < a;;. Wéare namlich z;; > a; ;, so wire die (j, j)-Matrix

ai
j—1,1 j—1,j-1
aj,1 aj,5-1 Ly,

(wieder haben wir nur die linke Hélfte notiert) positiv definit, denn dies wére
ja schon fiir x; ; = a;; richtig, um so mehr also fiir =, > a; ;. Damit hétte
aber die rechte Seite von (3.5) mindestens den Rang j, wéhrend die linke Seite
als Produkt von Matrizen mit hochstens j — 1 Zeilen bzw. Spalten hochstens
den Rang j — 1 haben kann. Es kann also x; ; > a; ; nicht richtig sein. Damit
ist z;; < a;,; fir j =1,...,n, d.h. der Radikand in (3.3) ist immer positiv,
und L 148t sich in eindeutiger Weise bestimmen.

Der Beweis fiihrt sofort zu einem Programm fiir die Cholesky-Zerlegung.
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Cholesky (A,n) /x Uberschreibt den linken unteren Teil von A mit
seiner Cholesky-Zerlegung L. Arbeitet nur auf
dem linken unteren Teil von A * /

{for j=1,...,n

for 1=7,....,n
{ s=aij—ai1*aj1 — - —aij 1 *qjj 1 ;
if (i =)
{if (s <0) { print (“Matrix nicht pos. def.”) ;

exit (1) ;
}
else a; ; = sqrt (s) ;
}
else a;; =s/aj; ;
}
}

Fiir die Anzahl der benétigten flops findet man
“ N [ 2
(n—7)(7j—1+0(1)) = 5" + O(n?) .

7j=1

Dies entspricht dem Eliminationsverfahren fiir hermitesche Matrizen (verglei-
che Ubungsaufgabe 7). Das Gleichungssystem Az = b kann nach Berechnung
von L gelost werden durch Losung der Systeme Ly = b, L*z = y wie nach
der LR-Zerlegung.

2.4 Die (QR-Zerlegung

Sei A eine (n, m)-Matrix, n > m, mit linear unabhéngigen Spalten a4, . . ., a,, €

K™. Bekanntlich kann man die Spalten von A orthogonalisieren, d.h. man

kann ein Orthonormalsystem von Vektoren ¢y, ..., g, finden, so dafl
sp(ay,...,a;) =splqr,...,q;), j=1,....m (4.1)

gilt. Hierbei bedeutet sp(a, b, ...) den von a, b, ... aufgenannten linearen Un-
terraum. Die Orthogonalisierung kann durch das Schmidtsche Verfahren ge-
macht werden. Wir setzen

q1 = Cl1/7’1,1 , 11 = HCL1||

mit der euklidischen Norm. Damit ist (4.1) fiir j = 1 erfiillt. Haben wir
bereits orthonormale Vektoren ¢, ..., ¢;—1 bestimmt, so setzen wir

c}j =Qj; —T145q1 — - = Tj-1,5q5-1 (4‘2>
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und bestimmen die r;;, i =1,...,j — 1, so, daB (¢;,¢;) =0,i=1,...,5 -1,
also

rij = (a;,¢) - (4.3)
Dann setzen wir
4G =4q;/rig > rig =gl
So bestimmen wir rekursiv g¢i, ..., ¢m,. Die 7;; konnen nicht verschwinden,
wenn ag, ..., a, linear unabhéngig sind. Offenbar gilt

a‘]::rslyqu_i_‘..—i—’r‘]’]q], j:1’7m

Mit der (n,n)-Matrix @ = (q1, . . ., gm) und der rechten (m, m)-Dreiecksmatrix
R, deren (i, j)-Element r; ; ist fiir ¢ < j lautet dies

A=QR. (4.4)

Dies ist QQ R-Zerlegung von A. Nach Herleitung ist diese Zerlegung in eine or-
thonormale Matrix ) und eine rechte Dreiecksmatrix R eindeutig bestimmt,
wenn man die Diagonalelemente von R positiv annimmt.

Numerisch ist das Schmidtsche Verfahren vollig ungeeignet. Nach (4.2), (4.3)
ist ndmlich

7.l = min a; — .
;I sespimin q]__l)H] q

¢; wird also sehr klein ausfallen, insbesondere dann, wenn a; fast linear
abhéngig von ay, ..., a;_; ist. Bei der Berechnung von ¢; treten also Ausléschun-
gen auf, so daff auch ¢; nicht genau berechnet werden kann.

Ein stabiles Verfahren zur () R-Zerlegung ist das Householder-Verfahren. Wir
beschreiben es fiir reelle Matrizen A. Es macht Gebrauch von Spiegelungen

S=I1-2vww" , |v|=1

an der Hyperebene v*. Dabei tritt das dyadische Produkt (vv*);; = v;v; auf.
Es ist
S? = (I —2w*)(I —2w*) = I—4ov*+ dov*ov*
= [ —4vv* + 4dvv* = 1
und S = S*. Also ist SS* = §*S = I, d.h. S unitér.

Das Householder - Verfahren bestimmt Spiegelungen 54, ..., S,,,soda .S;---S; A
in den Spalten 1,...,j bereits rechte Dreiecksgestalt hat. Wir beschreiben
ausfithrlich die Bestimmung von S;. Die erste Spalte von S1A lautet Sia;.
Wir miissen S; also so bestimmen, dafl Sja; ein Vielfaches von e ist. Dies
kann man auf zwei Weisen erreichen, ndmlich

durch Spiegelung an vy, wo v = (a1 + aqe1)/B1, (1 = |l + areq| mit
a; = £|a1]]. Zur Vermeidung von Ausloschung wahlt man a; = ||a1]| sgn
(al,l). Mit
B = |la1]* +of + 200011 = 20ai(q +ayy)
21)1‘@1 = %(al + 04161)*(11 = %(HCHHQ + ozlam)

= %041(0414‘@1,1) = 5
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erhalten wir, wie erwartet, fiir die erste Spalte von S; A

Siay = (I —20v])a; = a1 — 2v1v5ay
= ay— fvr = a; — (a1 +e)) = —agey .

Die weiteren Spalten sind
Siap = ap —2vviar, , k=2,....m.
S1A hat die Gestalt
—Q1 T2 0 Tim
0
SlA = . ’

. AQ

0
wobei Ay eine (n — 1, m — 1)-Matrix ist. Wir eliminieren nun die Elemente

unterhalb des (2, 2)-Elements durch Linksmultiplikation mit einer Spiegelung
der Form

10 --- 0
0
Sp=1 . ;
: I — 20503
0
wo nun I die (n—1,n—1) Einheitsmatrix und v, € R™™!, |lvg]| = 1 bedeuten.

vy berechnet sich aus der ersten Spalte von A, genau so, wie sich v; aus a;
berechnete. Es wird dann

-0 T2 e T1,m
0 —ag 193 -+ Tom
SQSlA == O
: As
0 0

mit einer (n — 2, m — 2)-Matrix As. Nach m Schritten erhdlt man

R
S+ S1A = < o)

mit der rechten Dreiecksmatrix

—Q1 Ti2 - Tim
R= :
o 'm—1,m

Es folgt



wobei () aus den Spalten 1,...,m von S besteht. Damit haben wir die Q)R-
Zerlegung von A gefunden.

Es ist nicht zweckmiBig, die Matrix S oder @ wirklich zu berechnen. Es
ist némlich sehr einfach, Sz alleine mit Hilfe der Vektoren v; € R" 7" zu
berechnen. Es ist ndmlich

it it
Sjx = n—j—1 n—j—1 y L= n—j-+1 )
x — 2(vj, 2" N, I

wobei 2771, 277771 die Lingen j — 1 bzw. n — j + 1 haben. Dies verlangt nur
2(n —j — 1)+ O(1) flops. Die sukzessive Berechnung von Sz = S;---S,,x
erfordert daher etwa fiir n = m nur m?+ O(m) flops, also ebenso viele wie die
Berechnung von Sz bei vorberechnetem S. Ein Programm zur () R-Zerlegung
berechnet also zweckméifBigerweise nicht (), sondern die Spiegelungsvektoren
ViyeooyUn.

gr— demp (A, a,n,m)
/ * Fiihrt die Q R-Zerlegung der (m,n)-Matrix A durch. Nach Ablauf enthélt
A in und unterhalb der Diagonalen die Vektoren vy, ..., v,, und oberhalb der

Diagonalen die Auflerdiagonalelemente von R. Die (negativen) Diagonalele-
mente von R werden auf den Vektor « geschrieben. * /
{ for j=1,....m
{ aj = llallx sn (a5,); B= /20, * (0 +aj);
a;; = (a; +a;)/B;
for ¢ :]—1—1,,71 Qj j :ai7j/ﬁ;
for k=7+1,....m
{v=2x(ajp*a;; + -+ ank*an;);
fori=yg,....n aip=a;r—y*ay;

}

}

Dieses Programm wird noch ergénzt durch zwei weitere Programme, welche

Sx bzw. S*zx bilden.

q— maln_x(A,x,n,m)
/* Uberschreibt x mit Sz nach Aufruf von ¢r_ demp (A, a,n,m) * /
{forj=m,...,1
{v=2x(ajj*xz;+ - +an;*xx,);
fori=yg,....n x;, =, — v *xa;y;
}
}
q* mal_z(A,z,n,m)
/* Uberschreibt x mit S*z nach Aufruf von ¢r_ demp (A, o, n,m) * /
{ Wie oben, aber j=1,...,m}
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2.5 Fehlerabschitzung bei linearen Gleichungs-
systemen

Im letzten Paragraphen haben wir eine Methode zur Bestimmung der Lésung
eines linearen Gleichungssystems kennengelernt. Wir werden nun die Abhéngig-
keit dieser Losung von Storungen untersuchen. Hierzu zunéchst ein

Beispiel:

Lose Az = b mit

(L) - o=(2)

Wir erhalten die Losung = = < é

hafteten Niherungen A, b bekannt:

< 1.01 1.01 = 1
A_< 1 0.99> ’ b_<1>'

Die Losung = von Az = b ist

o 200,101
— \ —100/1001 ) -

>. Statt A, b seien nun nur die fehlerbe-

Obwohl wir also einen Fehler von nur 0.1% in den Daten haben, bekommen
wir einen Fehler von iiber 100% in der Losung.

Wir werden versuchen, dieses Phéanomen zu erkldren. Hierzu wiederholen wir
einige Grundbegriffe der linearen Algebra.

Definition 2.5.1 Eine Abbildung || - || : V — R=° eines C-Vektorraums
V' in die nichtnegativen reellen Zahlen heifst Norm, falls fir alle x, y € V,
a € C gilt

1) z]=0s2=0
2) |laz|| = |a||z|

3) x4+ yll < ||z|| + |lyl| (Dreiecksungleichung).
Beispiele:
Sei V' = C". Wir benutzen

n 1/2
a) Euklidische Norm: [/, — (z ym?)
k=1
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b) oo-Norm: 2]l := max |z

n
¢) 1-Norm: x|l = ; | ;]
d) Sei || - || eine Norm und 7" eine nichtsinguldre (n,n)-Matrix. Dann ist
auch
[l = [[T]]
eine Norm.

Wir wollen nun spezielle Normen im Vektorraum der Matrizen definieren.

Definition 2.5.2 Sei || - || eine Norm in C". Dann heifit
A

e SR ] = s L

et 2]

die zugeordnete Matrixnorm.

Bemerkungen:
1) Es gilt [|A] = sup L2gl = sup A = sup | Az].
o [l o [l n
x€ x€ lz]|=1, zeC
2) || - | ist eine Norm im Vektorraum der Matrizen.

3) Sei A Eigenvektor von A. Dann gilt || Al > |A[.
4) [AB|| < | AlllIB|-

Beispiele:

a) oo-Norm: Sei ||z]|oc = 1, A # 0.

n

|Az|oo = max|) agay
k=1
n
< maXZ|azk||$k|
bok=1
n n
< miaXZ\aik\, also HA:UHOOSmZaXZ\aik\.

k=1 k=1

n
Das max Y |a;;| werde fiir i = j angenommen. Definiere
i k=1

x =
K 0 sonst .

- ._{ajk/|ajk:| , a # 0

27



Dann gilt ||Z||c = 1, und es ist
|AZ oo = max | > auw@i| > | Y ajn@n] = Y |aj| = max ) |ay] .
bok=1 k=1 k=1 bok=1
Also gilt ||A|| = max; i la;|. Fir A =0 ist dies klar.
k=1
b) Euklidische Norm: Es gilt || Al|; = p(A*A)Y/2, wobei p(X) der Spektral-

radius von X, d. h. der Betrag des betragsméflig grofiten Eigenwerts
von X ist. Insbesondere ist fiir hermite’sche Matrizen (d.h. A = A*)

[A]l2 = p(A).
¢) 1-Norm:  [[All; = max; 3~ [ag].
d) T-Norm:
L [T _ o TAT |
e T2l ryecr ITTyll
TAT!
sup ITATy| = |TAT!| .
e Il

Wir wissen, daB8 p(A) < ||A|| fir jede Matrix A und daf§ fiir hermitesche

Matrizen ||All; = (p(A*A))/? = p(A%)Y/2 = p(A). Man kann daher fragen:
Gibt es fiir jede Matrix A eine (von A abhéngige) Vektornorm || - || 4, so dafl
I|A]l4a = p(A)? Die Antwort ist nein, aber es gilt der

Satz 2.5.1 Zu jeder Matriz A € C™™ und jedem e > 0 existiert eine Norm
| - |lae auf dem C", so daf fiir die zugeordnete Matriznorm

[Allae < p(A) +¢.

qgilt.

Beweis: Sei

D = diag(l,¢e,...,e" 1) =
0) 6nfl
Bei der Bildung von BD fiir eine Matrix B wird Spalte k von B mit ¢!
multipliziert. Bei der Bildung von D~'B wird Zeile k von B mit ¢~ *+! mul-

tipliziert.

28



Sei nun J = P~ ' AP die Jordansche Normalform von A. J hat die Form

Al O
T fp—1
@) An

wobei die \; Eigenwerte von A sind und py, € {1,0}. Dann hat C := D~1JD
die Form

)\1 gl O
En-1
O An

Definiere ||z|| s := |||z mit T := (PD)~'. Dann gilt:

[Allz = [ID7'PTAPD|lo = [|Clloc < p(A) + £

Definition 2.5.3 Sei A € C™" invertierbar. Dann heifit k(A) = || A|||| A7
die Kondition von A beziglich || - ||.

Satz 2.5.2  Sei A € C" invertierbar, und AA € C™™ eine Matriz mit

””AAfﬁ”k(A) < 1. Dann gilt:

a) (A+ AA) ist invertierbar,

1A~

A+AAT < .
It Vs T aa)

b) Sei b € C"\{0}, Ab € C". Seien x,z + Ax die Lisungen von Az = b
und (A+ AA)(z+ Ax) = (b+ Ab). Dann gilt

Azl k(A) AA[ L [IAb]

H
A VR s
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Beweis:

zu a) Es gilt fiir y # 0
I(7 + AT AA)y[| > [yl = |AT AAY|| > [yl = [[ATH[[AA]) > 0.

Die zur Matrix (I + A7*AA) gehérende lineare Abbildung ist also injektiv
und damit ein Vektorraumisomorphismus als Abbildung von C" nach C".

Deshalb sind (I + A™'AA) und A+ AA = A(I + A1 AA) invertierbar. Setze
nun y = (I + A~'AA)~'x. Durch Einsetzen erhalten wir

lell > [I(7 + A7 AA) " ]| (1 — AT AA]) -

Fiir jedes x gilt damit

_ _ 1
(I + A7 AA) ]| < 1— A AA] ]
oder ]
I+ ATAT < T aaay
Damit gilt
At A = (I + At ad)ytat) < — 1A
zu b) Wir betrachten zunéchst die Gleichungssysteme
(A+ AA)(z+ Az) = b+ Ab,
Axr = b.
Durch Subtraktion erhalten wir
(A+ AA)Az = Ab— AAx
und damit
Az = (A+ AA)HAb— AAx).
Mit den Norm—Rechenregeln gilt
A 1
122 LA+ )y ab— ada
[z [z
A7 (HAbH
< + [[AA]
L= [[ATH[IAA]\ =]l
_ k(A) ( 1AbY HAAH)
1= k() BT \ AT A
< k(A) (HMH N HAAH) .
= Tor@BA T Al



Wir kénnen den Satz so interpretieren:

Bei kleinem Fehler ||AA|| wird der relative Fehler von Matrix und Ergebnis-
vektor um den Faktor k(A) verstérkt.

Wir wollen nun unser einfiithrendes Beispiel aufklaren. Es galt:

(1 1 1 99 —100
A—<1 0.99)’ A —<—1OO 100)'
Wir erhalten:
k(A)o =2+ 200 = 400 .
Wir miissen also damit rechnen, dafl ein gegebener Anfangsfehler in A und

b sich um einen Faktor 400 verstarkt in x auswirkt.

Wir wollen die Fehlerbetrachtungen auf die Rundungsfehler anwenden. Bei
Losung von Az = b entstehen zunéchst bei der Eingabe auf dem Rechner

Rundungsfehler AA = A — A, Ab=10b—b.

Mit dere Maschinengenauigkeit eps ist dann

jaag oA
4] ST

eps .
Die Anwendung des Satzes verlangt nun zunéchst einmal
k(A)eps <1. (5.1)

Ist dies der Fall, so folgt aus dem Satz fiir die Losung & von A% = b mit
Ar=x—17

~ k(A) eps. (5.2)
Wir nennen dies den unvermeidbaren Fehler. Er ist nicht durch den verwen-

deten Algorithmus zur Losung von Az = b bedingt, sondern allein durch die
Maschinengenauigkeit und die Kondition von A bestimmt.
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2.6 Unter- und iiberbestimmte lineare
Systeme

Sei A eine (n, m)-Matrix iiber K. Das lineare Gleichungssystem Az = b heift
iiberbestimmt fiir n > m, unterbestimmt fiir n < m. Im ersten Fall ist Ax = b
in der Regel unlésbar, im zweiten Fall in der Regel nicht eindeutig l6sbar.
Wir wollen eine verallgemeinerte Losung von Az = b definieren, welche immer
eindeutig bestimmt ist, und Verfahren zu deren Berechnung angeben.

Wir bezeichnen mit ker(A) den Nullraum, mit range(A) den Wertebereich
von A, also

ker(A) = {xre K™m: Az =0},
range(A) = {ye K":3Jzx e K™ mit y= Az} .

Weiter bezeichnen wir fiir lineare Unterrdume U, V von K" mit U + V die
Summen von Vektoren aus U, V. Ist U L V, so schreiben wir fiir U +V auch
U @ V. Fiir spéter notieren wir, dafl ker(A) = ker(A*A).

Aus der linearen Algebra erinnert man, dafl Az = b genau dann l6sbar ist,
wenn b L ker(A*). Wir wollen dies etwas anders formulieren.

Satz 2.6.1 Flir jede (n,m)-Matriz A gilt

K" = ker(A*) @ range(A) .

Beweis:  Zunéchst ist ker(A*) L range(A). Ist namlich A*z = 0 und
y = Az, so folgt
(x,y) = (x,Az) = (A"x,2) =0,

also © L y. Es bleibt zu zeigen, dal ker(A*) 4+ range(A) = K™ ist. Wére
dies nicht der Fall, so gidbe es ein y € K" mit y # 0 und y L ker(A*),
y L range(A). Wegen y L ker(A*) wire Ax = y losbar, also y € range(A).
Dies steht im Widerspruch zu y L range(A) und y # 0.

O
Als ersten Schritt zur Definition einer verallgemeinerten Losung schwéichen
wir den Losungsbegriff ab. Wir verlangen nicht mehr, dal Az — b = 0 ist,

sondern nur noch, dafl || Az — b|| moglichst klein ist. Dabei verwenden wir die
euklidische Norm.

Satz 2.6.2 ||Az — b|| nimmt sein Minimum auf K™ an. Es nimmt genau
dann fiir x = xo sein Minimum an, wenn A*Axy = A*b.
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Beweis: Nach Satz 1 ist b = by + by mit by € range(A) und by € ker(A*).
Dann ist Az — by L by, und wir haben

[ Az = b]]* = [|[Az — by — baf|* = [[ Az — ba|* + [|b2]* -

||Az — b|| ist also minimal genau dann, wenn Az — b; = 0, und dies ist genau
dann der Fall, wenn A*(Azx —b) = 0.

O

Bemerkungen:

1) A*Ax = A*b heiBit System der Normalgleichungen. z° heifit Kleinste-
Quadrate-Losung. Man spricht auch von der (Gaufischen) Methode der klein-
sten Quadrate.

2) Die Normalgleichungen sind immer l6sbar. Dies folgt natiirlich aus dem

eben bewiesenen Satz. Man kann es aber auch direkt bestétigen. Es ist ja
ker(A) = ker(A*A), also

A*b € range(A*) L ker(A)
und damit A*b L ker(A*A).

Die Kleinste-Quadrate-Losung von Az = b existiert also immer. Leider ist
sie i. allg. nicht eindeutig.

Definition 2.6.1 z* heifit verallgemeinerte (Moore-Penrose-) Liosung von
Ax = b, wenn

1) x ist Kleinste-Quadrate-Lisung.

2) Unter allen Kleinste-Quadrate-Lisungen hat x™ minimale Norm.

Satz 2.6.3 x" existiert und ist eindeutig bestimmt. x " ist genau dann ver-
allgemeinerte Losung, wenn

A*Axt = A%, x" € range(A¥) .

Beweis: Sei zy Kleinste-Quadrate-Losung, also A* Axy = A*b. Nach Satz 1,
angewandt auf A*, ist xg = z1 + 22 mit 21 € range(A*) , xs € ker(A). Auch
xy erfiillt die Normalgleichungen und ist damit Kleinste-Quadrate-Losung.
Es gibt also immer eine Kleinste-Quadrate-Losung z; in range(A*). Jede

weitere Kleinste-Quadrate-Losung z ist dann von der Gestalt x = 1 + y mit
y € ker(A*A) = ker(A). Wegen x; L y ist

(1 = fla[I* + [y ]1* -

Die Kleinste-Quadrate-Losung x+ minimaler Norm erhilt man also in ein-
deutiger Weise durch y = 0 oder " = ;.

O

33



Fiir m = 2 und K = R wird Satz 3 auch aus folgender Zeichnung klar:

range(A*)

ker(A)

Die gestrichelte Linie ist der affine Unterraum der Kleinste-Quadrate-Losun-
gen.

Die Zuordnung b — z7 ist offenbar linear. Also gibt es eine (m,n)-Matrix
AT mit at = ATh. AT heifit verallgemeinerte (Moore-Penrose-) Inverse von
A. Ist n = m und A invertierbar, so ist natiirlich A* = A~!. Hat A vollen
Rang, so kann man A1 aus Satz 3 leicht berechnen. Fiir n > m sind dann
nédmlich die Normalgleichungen eindeutig l6sbar, und man bekommt sofort

AF = (A" A)1AT

Ist n < m, so ist 7 = A*y und A*AA*y = A*b, also AA*y = b. Da jetzt
AA* invertierbar ist, folgt y = (AA*)™'b und x+ = A*(AA*)~'b. Also ist in
diesem Fall

At = A*(AANTL.
Die Bildung von Matrizen wie A*A, AA* ist nicht unproblematisch.

1) Wir betrachten das Beispiel

11
B a1+ 1
A=1¢ 0 |, A'A= ( 1 14 g2 )
0 ¢
Ist € so klein, dafl €2 < eps, so kann A*A auf der Maschine nicht zu-
verldssig berechnet werden.

2) Sei n» = m und A invertierbar. Mit ||A|| = (p(A*A))Y/? erhalten wir
dann

[ A* Al = (p(A*A)%)!/2 = p(A*A) = | A||? ,
(A=A = [|A=H)®
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und damit
k(A*A) = k(A)2 .

Ist also k(A) > 1, so ist k(A*A) > k(A). Die Kondition von A*A ist dann
viel schlechter als die von A.

Die Standard-Methode zur Berechnung der verallgemeinerten Losung von
Ax = b ist die QQR-Zerlegung. A besitze vollen Rang. Im iiberbestimmten
Fall, also n > m, fithren wir zunéchst die () R-Zerlegung von A durch. Die
Normalgleichungen lauten dann

A*Az = R*"Q*QRaz" = R*Ra™ = R*Q*b
oder, da R* vollen Rang hat,
Rzt =Q". (6.1)

a2 berechnet sich nun durch Riickwértseinsetzen. Fiir AT bedeutet dies AT =
R7'Q*.

Im unterbestimmten Fall, also n < m, beginnen wir mit der Q) R-Zerlegung
von A*. Die T charakterisierenden Gleichungen

A*AzT = A*b | xt = A"y
schreiben sich dann als
QRR*Q*Qz=QRb, 2zt =Qz.
Esist Q*Q = I, und QR hat maximalen Rang. Also folgt
R*z=b, t=Qz. (6.2)

Jetzt kann z durch Vorwirtseinsetzen berechnet werden. A" ergibt sich zu
AT =Q(R*)™.

Im Gegensatz zu den Normalgleichungen haben (6.1), (6.2) verniinftige Kon-
dition. Betrachten wir wieder den Fall n = m. Fiir A = QR ist

41 = Q] = mae 19T _ o 1122l
o PR P

= [zl

und entsprechend fiir A™'. Also k(A) = k(R), d.h. die Quadrierung der
Kondition findet nicht statt.
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Kapitel 3

Nichtlineare (Gleichungen

3.1 Existenz von Losungen

Sei f: K™ — K" eine Abbildung. Gesucht ist ein 7 € K™ mit f(z) = 0.

Beispiele:

1)  f(z) = 2> = 2pr — q fiir K = C oder K = R. Sei d = p*> + ¢q. Im
komplexen Fall gibt es zwei Losungen fiir d # 0, eine Losung fiir d = 0.
Im reellen Fall gibt es fiir d > 0 zwei Losungen, fiir d = 0 eine, fiir d < 0
iiberhaupt keine. Die Berechnung der Losung T kann durch die Formel

xl,gzpzlz\/c_i

erfolgen. Die Auswertung dieser Formel ist aber im Hinblick auf Rundungs-
fehler keineswegs harmlos. Ist etwa p > 0, |¢| < p, so ist vVd ~ p, und bei
der Berechnung von x5 tritt Ausloschung auf. In diesem Fall ist es besser, x5
nach der Formel 9 = —q/x; zu berechnen.

2)  f(x) =23+ 3pxr — 2¢ fiir K = C. Die Berechnung der - maximal drei -
Losungen kann durch die Cardani’schen Formeln erfolgen:

ry = u—+v , Tog = E1U+ €V , Tz = &U+&v

u = (V)P v = -V d = pPPrg
1
€12 = —§<1 + Z\/g) .
Auch hier tritt unter Umsténden, z. B. fiir |p| < |q|, Ausléschung auf.

3) f(z) =2 —tanz, K = R. Ein Blick auf den Graphen von tan z zeigt,
daf es in jedem Intervall ((k — 3)7, (k+3)7), k € Z, genau eine Lésung gibt.

Ein primitives Verfahren zur Losung von Gleichungen in R' ist die Intervall-
halbierung. Sei f : R — R stetig und f(a)f(b) < 0, a < b. Dann liegt in
(a,b) sicher eine Nullstelle von f. Zu ihrer Berechnung verwenden wir den
Algorithmus
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fa=1a) 5 fo=f(b);

while (b—a>e¢)
{ c=(0+a)/2
fc = f(C);

if (fufe<0) {b=cify=f}
else {a=c; fo=fo; }
ki

Nach n + 2 Funktionsauswertungen hat er das Intervall (a,b), in dem eine
Losung liegt, um den Faktor 2" verkiirzt. Fiir einfache Funktionen f ist dies
akzeptabel. Wir werden natiirlich effizientere Methoden kennenlernen.

Das theoretische Hilfsmittel zur Losung nichtlinearer Gleichungen sind Fix-
punktsitze. z € R" heifit Fixpunkt einer Abbildung ¢ : R" — R", falls
g(x) = x. Jede Aufgabe f(x) = 0 148t sich in der Form g(z) = x schreiben.
Man braucht ja nur g(x) = f(x) + = zu setzen.

Satz 3.1.1 (Fizpunktsatz von Brouwer): Sei D C R" konvex und kompakt,
g: D — D stetig. Dann besitzt g in D einen Fixpunkt.

Beweis: Der Beweis fiir n > 1 findet sich in E. Burger, Einfithrung in der
Theorie der Spiele, 2. Auflage, S. 162-165. Fiir n = 1 ist der Satz trivial:
Sei D = [a,b]. Ist g(a) = a oder g(b) = b, so besitzt g einen Fixpunkt.
Andernfalls ist g(a) > a, g(b) < b. Die Funktion f(z) = x — g(z) hat dann in
la, b] einen Zeichenwechsel und damit eine Nullstelle, und diese ist Fixpunkt
von g.

Beispiel:

In R? betrachten wir

( T ) < sin(zo + ™) >

g = _ T2

To cos(xr — e*?)

Die Menge D = {z € R*: ||7|s < 1} ist konvex und kompakt, und g ist
dort stetig. Offenbar ist g(D) C D. Also hat g in D einen Fixpunkt.
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3.2 Iterationsverfahren

Iterationsverfahren gehoren zu den wichtigsten Hilfsmitteln der Numerischen
Mathematik. Sie berechnen mittels einer - oft sehr einfachen - Rekursions-
formel eine Folge von Naherungen, welche gegen die gesuchte Losung kon-
vergiert. Grundlage vieler Iterationsverfahren ist der Fixpunktsatz fiir kon-
trahierende Abbildungen.

Definition 3.2.1 Sei D C K" und g : D — K" eine Abbildung. g heifit
kontrahierend in D (beziglich der Norm || - || in K™), wenn es eine Konstante
q <1 gibt mit

l9(x) =9Il < qllz =yl
fir alle x, y € D. q heifit Lipschitzkonstante von g in D.

Satz 3.2.1 Sei D C R" konvexr und g : D — R" differenzierbar. Sei
g=sup|d (@) <1.
zeD

Dann ist g in D (beziglich || - ||) kontrahierend. Dabei ist g’ die Jacobi-Matrix
2u g, also

991 991
oz YUY Oz g1
/ . .
g = : fir  g=
Ogn 9gn
dr1 00 Oam 9n

Beweis: Sei f(t) = g(tx + (1 —t)y), 0 <t < 1. Nach der Kettenregel ist

f)y=gtz+ (1 -t)y)(z—y),
also

1

lg(z) =gl = [1F(1) = FO)ll = II/f’(t)dtll

0

< sup [|f'(t)]
0<t<1

= sup [lg'(tz + (1 = t)y)(z — g
0<t<1
< dqllz =l

weil D konvex ist.
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Satz 3.2.2 (Kontraktionssatz, Fizpunktsatz von Banach): Sei D C K™ ab-
geschlossen und g : D — D kontrahierend. Dann hat g in D genau einen
Fizpunkt T. Das Iterationsverfahren

ot = g2y, k=0,1,...

konvergiert fiir jede Wahl von 2° € D gegen T, und es gilt mit der Lipschitz-
Konstanten q von g in D

lo* — ]| < =" — 27|

Beweis:
1) Existenz von 7.
Es ist ¥ € D falls 2 € D, und
o+ = 2F < glla — 2 < @t — 252 < < gl — 20

also fiir £ > j

/—1
[z° = 27| = || Y (a"" —ab)|
k=j
/—1
S Z ||1'k+1 o ka
k=)
/—1
< S |zt =2
k=)
= ¢+ +g) |t =2
< T o) (21)
J— 1 _ q .

wegen der Formel fiir die geometrische Reihe. Also gilt 2‘ — 27 — 0 fiir /,
j — oo, d.h. (2%) ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent gegen ein
T € R". Da D abgeschlossen ist, ist sogar T € D, und wegen der Stetigkeit
von g ist

also T Fixpunkt von g.

2) Eindeutigkeit

Waire 7 ein weiterer Fixpunkt von ¢ in D, so hétten wir
17— 2| = llg(x) — g(@)]| < qllz— 2| -
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Wegen ¢ < 1 folgte ||z — || = 0.
3) Fehlerabschiitzung
Lassen wir in (2.1) ¢ — oo streben, so folgt

qj

Iz — 27| < I -

||951 —x

Beispiel: ~ Wir wollen die Losung von = tanz in [Z, 2] durch Iteration

2 )
berechnen und versuchen zunéchst

2F = tan o
Es ist g(z) = tanz und damit ¢’(z) = 1/cos?x > 1. ¢ ist also nicht kontra-
hierend. Wir miissen unsere Gleichung erst in geeignete Form bringen. Dazu
T 3w

schreiben wir fiir z € [§, 7] fiir v = tanx

r=tan(zr —7) oder arctanx =z —7 oder x =7+ arctanx

und setzen g(z) = 7 + arctan z. Dann ist ¢'(z) = 1/(1 4 2?). In D = [, 3]
ist dann |¢/(z)] < 1/(1+7%/4) < 1, und g bildet D in sich ab. Nach (2.1) ist
g in D kontrahierend mit ¢; = 1/(1+ 7%/4) = 0.2884. Also hat g in D genau

einen Fixpunkt, und das Iterationsverfahren

2" = 1 + arctan 2”

konvergiert gegen diesen. Mit 2° = 7 erhalten wir

k P @t |zt — 29| @ |zt — 2% T — 2
1—q1 1—q2

0 3.1416 — — 1.3518

1 4.4042 0.5117 0.1279 0.0892

2 4.4891 0.1476 0.0118 0.0043

3 4.4932 0.0426 0.0011 0.0002

4 4.4934 0.0122 0.0001 0.0000

Wir sehen, dafl die Fehlerabschitzung viel zu pessimistisch ist. Man kann
auch D = [r, 2] wihlen mit ¢, = 1/(1 + %) = 0.092 und bekommt dann
bessere Abschétzungen.

Welche Fixpunkte von g sind durch das Iterationsverfahren z¢t1 = g(a*)
berechenbar? - Durch Skizzen im R' kommt man zu der Vermutung, daB

dies diejenigen mit |¢'(Z)| < 1 sind. Dies ist der Inhalt des néchsten Satzes.
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Satz 3.2.3 (Lokaler Konvergenzsatz): Die Abbildung g : K™ — K™ besitze
einen Fizpunkt T, und es gebe eine Umgebung von T, in der g kontrahierend
ist. Dann gibt es eine Umgebung U(ZT), so dafl das Iterationsverfahren %+t =
g(z®) fiir jedes 2° € U(T) gegen T konvergiert.

Beweis:  Wir konnen annehmen, daf§ g in D = {z € K" : ||z — 7| < r}
mit einem r > 0 kontrahierend ist, und zwar mit der Lipschitz-Konstanten
g < 1. Dann ist fir x € D

lg(z) — 7|l = [lg(z) — g(@)|| < gllz —=Z| <qr,

also auch g(x) € D. g bildet also die abgeschlossene Menge D in sich ab und
ist dort kontrahierend. Nach Satz 2.2 konvergiert das Iterationsverfahren fiir
2’ e D.

Bemerkungen:

1) Sei K = R. Die Bedingung des Satzes 2.3 ist erfiillt, wenn ¢ in T stetig
differenzierbar ist und p(¢'(z)) < 1 ist. Dann gibt es ndmlich nach Satz
[.3.2 eine Norm || - | in R" mit ||¢'(Z)|] < 1 fiir x = Z. Wegen der
Stetigkeit von ¢’ gilt dies dann auch in einer konvexen Umgebung von
Z. Nach Satz 2.1 ist g in dieser Umgebung kontrahierend. Fixpunkte z
mit o(¢'(Z) < 1 nennt man anziehend.

2) Fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens ist offen-
bar die Lipschitz-Konstante ¢ entscheidend:

k+1

lz**" — 7] = lg(a") — g@)II < glla” — 7] .

Der Fehler vermindert sich also in jedem Schritt (mindestens) um den
Faktor ¢ < 1. Wir sprechen von linearer Konvergenz. Nach Satz 2.3 und
Bemerkung 1 ist fiir die Konvergenzgeschwindigkeit die Zahl p(¢'(Z))
entscheidend. Gilt hingegen fiir ein Iterationsverfahren

|25 — 7)) < Cla* —=||?

mit einer Zahl p > 1, so sprechen wir von Konvergenz (mindestens)
der Ordnung p. Fiir p = 2 sprechen wir von quadratischer, fiir p = 3
von kubischer Konvergenz. Quadratische Konvergenz ist dadurch ge-
kennzeichnet, dafl sich die Anzahl der korrekten Dezimalen von x* bei
jedem Schritt verdoppelt.
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3.3 Das Newton-Verfahren

Zu losen sei das nichtlineare System f(z) = 0, f : D — R", C R
Die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens z*+! = g( ) wird
nach Bemerkung 2 aus dem vorigen Paragraphen durch die Zahl p(¢'(T))
bestimmt. Bei der Umwandlung einer Gleichung der Form f(z) = 0 in eine
Fixpunktgleichung = = g(x) versuchen wir daher ¢'(T) = 0 zu erreichen. Wir
machen fiir g den Ansatz

g(x) =z + A(z) f(x)

mit einer invertierbaren Matrix A = (a;;), d.h.

x) = x+ Y ai () f;(2)
=1
Wir berechnen die Jacobi-Matrix ¢'(z). Es ist

-, 0%
P "o

d9;

8_5

Fir x =7 ist f(T) = 0, und wir konnen diese Gleichungen zusammenfassen
zu

g@ =1+A@)f (7).
Um ¢/(Z) = 0 zu erreichen, brauchen wir also nur

Az) = —(f'(2))™

zu wahlen. Damit wird

g(z) =z — (f'(2))"" f(2), (3.1)
und das Iterationsverfahren zur Losung von f(z) = 0 lautet
2" =ah = (f(2") 7 () (3:2)

In dieser Form verlangt das Verfahren die Inversion von f’(z*). Dies ist fiir
grofe n unzweckméflig. Man schreibt daher

Fia®)(@" =t + @) = 0. (3-3)

Dies ist das Newton-Verfahren zur Losung von f(x) = 0. Man hétte es auch
einfacher durch Linearisierung herleiten kénnen. Ist #* eine Niaherung fiir die
gesuchte Losung Z, so hat man fiir f € C?*(D)

flx) = f(2*) + f(@*) (@ = 2*) + O (||lz — 2"[|*) .
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Man vernachlidssigt nun O(|lz — 2*||?) und nimmt als neue Nitherung z**!
fiir 7 die Losung von

0= f(a") + f'(a")(x - 2") .

Dies ist genau (3.3). Im R' ersetzt das Newton-Verfahren also die Kurve
y = f(z) durch die Tangente in z¥ und berechnet z**! als Nullstelle der
Tangente.

Beispiel: Wir losen in R' die Gleichung #2—2 = 0, berechnen also T = /2.
Es ist

flx) 2 —2 @+ 2.

2 o o _1

Mit 20 = 1 erhalten wir

k xy Anzahl der korrekten Dezimalen
0 1 1
1 15 1
2 1.417 3
3 1.414216 6
4 1.414213562375 12

Satz 3.3.1 Die Abbildung f : R" — R" besitze die Nullstelle T, sei in einer
Umgebung von T zweimal stetig differenzierbar, und f'(T) sei invertierbar.
Dann gibt es eine Umgebung D von T, so dafS das Newton-Verfahren fiir alle
2% € D quadratisch gegen T konvergiert.

Beweis:  Sei g(z) = = — (f'(z))"'f(z). Wegen ¢'(Z) = 0 gibt es eine
Umgebung D von T mit ||g (x)]] <1/2 fiir x € D. Nach Satz 2.3 konvergiert
das Iterat1onsverfahren oFtl = g(2%), also das Newton-Verfahren, gegen 7,
wenn nur 2° € D.

Zum Nachweis der quadratischen Konvergenz bilden wir
oM -z = ot —T — (f'(2") TN (f (") - f(@) -
Der Satz von Taylor liefert
fah) = f(@) = f(@") (" —7) +e(T - "),
le(@ —a")|| < Mllz — 2*|?

mit einer Konstanten M, welche die zweiten Ableitungen von f enthélt. Dazu
setzen wir D so klein voraus, dal f € C*(D). Es folgt

T = bz (T — () e — o)

ACORECEEOR
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Sei nun N eine Konstante mit ||(f/(*))"'|| < N. Dann gilt
I — 2| < NM||2* —z|*

und dies bedeutet quadratische Konvergenz.

Was passiert, wenn f'(Z) nicht invertierbar ist? - Wir betrachten den Fall

n=1.Seialso f(7) =0, f€C? f(T)=0,aber f(T)# 0. Dann ist
f(z) = (z —2)p(x), p(T)#0

mit p € C?. Wir berechnen

f'(x) = 2(z—7)p(x)+(z—2)*p (z), f"(z) = 2p(z)+4(z—T)p' (x)+(z—7)*p"(x)

und erhalten fiir g(z) = 2 — f(z)/f'(x)

_S@)  f@)f"e) (@ = 7)°p()(2p(z) + Oz — 7))
fi) () Az —7)*(p(x) + Oz — 7))

_ ;(1—1—0(35—:15)) |

gx) =1

Also ist ¢'(T) = 3, und nach Satz 2.3 folgt lineare Konvergenz. Fiir f'(z) = 0
konvergiert das Newton-Verfahren also immer noch, aber die quadratische
Konvergenz geht verloren.

Der Rechenaufwand fiir das Newton-Verfahren wird im wesentlichen durch
die Berechnung von f’(z) bestimmt. Es gibt verschiedene Varianten des
Newton-Verfahrens, die diesen Aufwand reduzieren.

1. Das vereinfachte Newton-Verfahren
Hier ersetzt man einfach (f/(z¥))”" durch (f/(z°))"", iteriert also gemif
F(@®) (@ —at) = —f(a") .

Man hat immer noch lokale Konvergenz, aber die quadratische Konvergenz
geht verloren.

2. Das Sekanten-Verfahren (“Regula falsi”) (n =1)

Hier ersetzt man die Tangente des Newton-Verfahrens durch die Sekante in

den Punkten z*, ¥~ also




k+1

und nimmt als neue Ndherung 2" die Nullstelle dieser Sekante, also

PRk (f(fﬂk) - f(wk_1)>_1 Fla®) .

xk — pk-1

Mit anderen Worten: Man ersetzt f’(z*) durch den Differenzenquotienten in

a¥, 21, Dies ist auch in C sinnvoll.

Satz 3.3.2 Sei f : R — R in einer Umgebung der Nullstelle T zweimal stetig
differenzierbar, und sei f'(Z) # 0. Dann gibt es eine Umgebung D von T, so
daf das Sekanten-Verfahren fiir jede Wahl von 2°, ' in D gegen T konver-
giert, und 2war gilt ||T — 2¥|| < ¢, wobei ¢, — 0 mit der Konvergenzordnung

(1++/5)/2 = 1.618.

Beweis:

(a) Es gibt eine Konstante C', so daf

2" — 7| < Clab — 7|2 =7, k=1,2,...
Hierzu schreiben wir

flab) = fla*)  fa*) - f(@)
N ak — gkl k-7
I B i)

ok — ph—1

[{F(@1 4t = a51) = f(z + (" — 7))}t

= @98 F(En

mit &* zwischen ¥ und 2*~!. In einer Umgebung D von 7 ist
[f'(@)=m>0, [f'(z)<M
und daher

M|zk=1 — 7|

)

k+1

|z —T|§|azk—f|

m

falls xy,, x4 € D. Ist D = [T —&,T + ¢] und 2°, 2! € D, so folgt also
|22 — 7| < 52%, und fiir 5% < 1 ist auch 22 € D. Damit bleiben alle
7¥in D, und (a) ist gezeigt.
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(b) Wir setzen e/* = C|z* — 7|. Dann wird

Jrw1 < fo + frm1 -

Sei Fy = Fy = 1 und Fpoy = Fy + Fr—1. Ist |fol, |fi] < 1, so gilt
offenbar f, < Fj, k =0,1,.... Die F} kann man leicht berechnen. Mit
7= 2(1++/5) ist

Fk = ClTk + 02(—7')7k s
B 72 1
T 1472 27 + 72

C1
Wir setzen nun ¢, = e*. Dann ist

Sk — elb=TFe—1 — 602((—7)_k—7(—7)_k+1)
87’
k-1

und dies strebt wegen 7 > 1 fiir k — oo gegen 1. Also gilt ¢, < ce]_,
fiir ein geeignetes ¢ > 0, und

1 1 1
k—f| = —efk < Zefv = Zgp .

@ c =C C

Die Behauptung des Satzes folgt mit ¢, = e;/C.

O

Bemerkung: Die Zahlen Fj heiflen Fibonacci-Zahlen (Leonardo Fibonacci,
1175 - 1226).
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3.4 Iterationsverfahren fiir
lineare Gleichungssysteme

Das Standardverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme ist das Elimi-
nationsverfahren. Bei sehr grofien Systemen mit spezieller Struktur kénnen
iterative Verfahren aber giinstiger sein. Dies trifft insbesondere zu auf linea-
re Systeme, deren Matrizen nur sehr wenige von Null verschiedene Elemente
haben (diinnbesetzte Matrizen).

Sei Ax = b zu losen. Sei A = D + L + R mit

0 O
a1 0O ' 0 a2
D = t . . , L —= al’l ’ R R —=
o Unn '
’ pi .. Gpp—1 0O O

Das Gesamtschritt- oder Jacobi-Verfahren zur Losung von (D + L+ R)x = b
lautet
DazF 4 Lab + Ra* =,

wéihrend das Einzelschritt- oder Gauf-Seidel-Verfahren geméf
(D + L)z + Ra* =b

iteriert. Elementweise lauten Gesamt- bzw. Einzelschrittverfahren

I‘f+1 = (bz — ZCLZ'JI?> /CL,L';L' s

J#i

1—1 n
k+1 o okl ok N
x; = (bl Zamxj Z amxj) Jaii .
j=1

j=1+1

Der rechentechnische Unterschied zwischen den beiden Verfahren zeigt sich
am deutlichsten bei der Programmierung

GS(xz,n) /* Fiihrt einen Gesamtschritt durch */
{ fori=1,...,n
x; = (bi — ¥ aijz;)/ai;
J#i
r =zl

}
ES(z,n) /* Fihrt einen Einzelschritt durch */

{ fori=1,...,n
;= (b — X ai,jxj)/ai,i;
i

}

Die Iterationsvorschrift des Finzelschrittverfahrens wird also durch sukzessi-
ves Uberschreiben ausgefiihrt. Man braucht also nicht zwei Vektoren z, z'
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zu halten, sondern kommt mit einem aus. Da x héufig sehr grof§ ist, ist dies
von Vorteil. Dariiber hinaus werden wir sehen, dafl das Einzelschrittverfahren
héufig schneller konvergiert als das Gesamtschrittverfahren.

Beispiel: Wir wollen das Dirichlet-Problem
—Au=f in Q, uwu=0 auf 09

fiir das Quadrat Q = (0,1)? in R? 16sen. Hier ist A = 9%2/02% + 0%/0y? der
Laplace-Operator. Man iiberdeckt €2 durch ein Gitter mit Schrittweite h = %

und ersetzt die Differentialgleichung im Gitterpunkt < ; ) h durch

2 . .
4 ; — (Wig1y + Uimrj + Uije1 Fuij1) =R fiy, 4,5=1,...,n—1.

Dies ist ein lineares System von (n — 1) Gleichungen in ebensovielen Unbe-
kannten w; ;; die u;; mit i, € {0,n} werden Null gesetzt. Ist A hinreichend

klein, so hofft man, daf8 u, ; eine gute Naherung fiir u (( ; > h> ist.

Ein Einzelschritt lautet nun einfach

fort = 1,....n—1 for y=1,....,.n—1
wig = (Wfig + vy + oy + Ui+ uigo1)/4;

Beide Verfahren kann man beschleunigen durch Einfithrung eines “Relaxati-
onsparameters” w. Fiir das Gesamtschrittverfahren setzt man

xf"'l =(1- w)xf +w(b; — Z@i,jxf)/ai,i )
JF#i
und fiir das Einzelschrittverfahren
i—1 n
e =1 —w)af +w b =Y aah™ = Y aal | fai

j=1 j=i+1

Man bildet also gewichtete Summen der k-ten und der k£ + 1-ten Néherung.
Das letzte Verfahren heifit SOR (successive overrelaxation) und spielt eine
wichtige Rolle. Fiir die Programmierung von SOR gilt das iiber das Einzel-
schrittverfahren Gesagte.

In Matrizenschreibweise haben alle diese Verfahren die Form
" = Ba¥ e
Dabei ist fiir das Gesamtschrittverfahren

B=-D'YL+R), c=D",
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fiir das Einzelschrittverfahren
B=—(D+L)'R, c=(D+L)""
und fiir das SOR-Verfahren
B=(D+wL) " (1-w)D—-wR), c=w(D+wL)™ .

Alle unsere Konvergenzaussagen werden auf folgendem Satz beruhen:

Satz 3.4.1 Das Iterationsverfahren
" = Bk ¢

konvergiert genau dann fiir jede Wahl von x° und c, wenn p(B) < 1. In
diesem Fall konvergiert es gegen die eindeutig bestimmte Lisung T von T =
Bz +c.

Beweis: Ist p(B) < 1, so gibt es nach Satz 2.5.1 eine Norm || - ||, so
daB |B|| < 1. Damit ist g(x) = Bx + ¢ kontrahierend im ganzen Raum.
Konvergenz gegen 7 folgt dann aus Satz 2.2.

Sei umgekehrt das Verfahren fiir alle 2°, ¢ konvergent. Wir wihlen fiir 2°, ¢
den Eigenvektor y von B mit Eigenwert A. Dann ist

A IS PR L T
Dies ist nur konvergent fiir |A| < 1. Also ist p(B) < 1.

Definition 3.4.1 FEine (n,n)-Matriz A iber K erfillt das starke Zeilensum-

menkriterium, wenn |a;;| > Y |a;;|, @ = 1,...,n. Sie erfillt das schwa-
J#i
che Zeilensummenkriterium, wenn diese Ungleichungen mit mindestens einer

Ausnahme im schwachen Sinne (d.h. mit > an Stelle von >) gelten.

A heifit reduzibel, wenn man {1,... n} so in zwei disjunkte nichtleere Men-
gen I, J aufteilen kann, daff a;; =0 fir (i,7) € I x J. Andernfalls heifit A
wrreduzibel.

Ist A reduzibel, so kann man A durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen in

die Form
(A 0
(a4

bringen. Das Gleichungssystem Ax = b zerfallt dann in zwei kleinere Systeme
mit den Matrizen A, As.
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Satz 3.4.2 Fir die (n,n)-Matriz A sei eine der folgenden Bedingungen erfillt:
(a) A erfiille das starke Zeilensummenkriterium.
(b) A erfiille das schwache Zeilensummenkriterium und sei irreduzibel.

Dann konvergiert das Gesamtschrittverfahren zur Losung von Ax = b fiir
jedes b und 2° gegen die eindeutig bestimmte Losung T von AT = b.

Beweis:  Wir zeigen, dafl p(D"'(L + R)) <1, wo A= D + L + R. Unter
der Voraussetzung (a) ist

D7+ Bl = i

Z‘aw| <1,

@i i

also in der Tat p(D~'(L + R)) < 1. Unter der Voraussetzung (b) folgt
p(D7Y(L + R)) < 1. Es geniigt daher zu zeigen, da D~!(L + R) keinen
Eigenwert A mit |[A\| = 1 hat. Wére A ein solcher und z ein zugehoriger
Eigenvektor mit ||z|| = 1, so hétten wir fiir alle i € I = {i : |z;| = 1}

L= |a| = M| = [(D7H(L + R)x)

Za”xj =

‘a“ J#i
also
Yoaigry| = la, iel.
J#i
Wegen des schwachen Zeilensummenkriteriums kann J = {1,...,n}\ I nicht

leer sein. Da A irreduzibel ist, gibt es (ig, jo) € I x J mit a;, j, # 0. Dann ist

L=zl = (DL + R)2)s|

Z Qig,j g

J#i0

|am %0|

Z |a103| <1.

|a10 'LO| jio
Dieser Widerspruch zeigt, dafl es keinen solchen Eigenwert A geben kann.

O
Satz 3.4.3 Die (n,n)-Matriz A sei positiv definit. Dann konvergiert das

SOR-Verfahren zur Lésung von Ax = b fiir jede Wahl von x° und b, wenn
0<w<2.
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Beweis: Wir haben zu zeigen, da8 fiir die SOR-Matrix B, = (D+wL) ' ((1—
w)D — wR) der Spektralradius p(B,) < 1 ist fiir 0 < w < 2. Sei z ein Eigen-
vektor von B, zum Eigenwert A mit |\| = p(B,), also

(1=w)D —wR)x = XD +wl)x .
Inneres Produkt mit x ergibt
(1 —-w)(Dzx,z) —w(Rx,x) = AN((Dx,x) + w(Lzx,x)) .

Wir setzen d = (Dz,x), { = (Lx,x). Weil A hermitesch ist, gilt (Rx,x) =
(L*z,x) = (x, Lx) = £, also

(1 —w)d —wl = \(d + wl)
oder _
(1—-w)d—wl

d+ wl '
Mit ¢ = a+ i, a, B € R bekommen wir, weil d > 0,
(1 —w)d — wa)? + w?p?
(d+ wa)? + w?3?

A:

A" =

Es ist also genau dann |A| < 1, wenn
(1 - w)d —wa| < |d+wal .
Mit o = a/d lautet dies
1 —w—wd| <|1+wd|. (4.1)
Da A positiv definit ist, gilt
0<(Ar,2)=d+{+l=d+2a=d(1+2),

also o/ > —1/2. Fiir 0 < w < 2 konnen wir die Betragsstriche bei |1 + wa/|
in (4.1) weglassen und erhalten

1 —w—wd|<1+wd

als Bedingung fiir |A| < 1. Dies ist aber fiir 0 < w < 2 richtig.

Die Bedingung an w kann man nicht abschwichen. Es gilt ndmlich

Satz 3.4.4 Sei B, die SOR-Matriz fir eine beliebige Matriz mit nichtver-
schwindenden Diagonalelementen. Dann gilt

p(B.) > w—1].
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Beweis: Esist
B,=({I+wD 'Ly ((1-w)—-wD'R).

Nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten ist also det (B,,) = (1—w)™.
Sind Ay, ..., A, die Eigenwerte von B, (nicht notwendig verschieden), so gilt

P(BL)" > A1 | = |det(B,)| = |1 —w|,

und daraus folgt die Behauptung.
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Kapitel 4

Eigenwertprobleme

4.1 Eigenwertprobleme bei Matrizen

Eigenwertprobleme sind neben den linearen Gleichungssystemen die zweite
Grundaufgabe der numerischen linearen Algebra. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt zunéchst einige Tatsachen zusammenstellen.

Definition 4.1.1 Sei A eine kompleze (n,n)-Matriz. X € C heifit Eigenwert
von A, wenn es x € C", x # 0 gibt mit Ax = \x. x heiffit dann Eigenvektor
von A zum Eigenwert \.

Als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafi \ Eigenwert von A
ist, hat man also
e(A)=det (M —A)=0.

©(A) heifit “charakteristisches Polynom von A”. ¢(A) ist ein Polynom genau
vom Grade n in A:

Definition 4.1.2 Jedem FEigenwert A von A ordnen wir zwei Vielfachheiten
2

Seine algebraische Vielfachheit o(\) = Vielfachheit von z als Nullstelle von
p(A)-

Seine geometrischeVielfachheit p(\) = Anzahl der linear unabhdngigen Ei-
genvektor zu \.

Sind also Ay, ..., A, die verschiedenen Eigenwert von A und sind oy, = o(\g)
ihre algebraischen Vielfachheiten, so gilt

p(A) = ﬁ(A_)\k)ak, iak:n.

k=1
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Fiir die geometrischen Vielfachheiten py = p(\g) gilt nur

m
Zpkﬁn.
k=1

Definition 4.1.3 Die (n,n)-Matrizen A, B heiflen dhnlich, wenn es eine
nichtsinguldre (n,n)-Matriz x gibt mit

A= XBX'.

Satz 4.1.1 Seien A, B dhnlich. Dann haben A, B die gleichen Eigenwerte
mit tbereinstimmenden algebraischen und geometrischen Vielfachheiten.

Beweis: Sei A = XBX . Dann ist
det (A — A) = det (X(A — B)X~1)
— det (X)det(AI — B)det (X1)
— det (\ - B) .

Die charakteristischen Polynome stimmen also iiberein, also auch die Eigen-
werte samt ihrer algebraischen Vielfachheiten. Ist nun A ein Eigenwert von
A der geometrischen Vielfachheit p, so gibt es p L.u. Eigenvektoren z4, ..., z,
zu A, also

Al‘k:)\iﬂk, /{I:L,p

Mit Y = X_ll‘k gllt
Byk = X 1AX X71$k = XflAIk = )\Xﬁll‘k
= )\yk )

also sind yi,...,y, lL.u. Eigenvektoren von B zu A. Die geometrische Viel-
fachheit von \ als Eigenwert von A ist also nicht gréfler als die geometrische
Vielfachheit von A als Eigenwert von B. Da die Voraussetzungen in A, B
symmetrisch sind, miissen die geometrischen Vielfachheiten iibereinstimmen.

O

Beispiele:

1) A= . Dann ist det (\[—A) = ﬁ()\—dk)aaISO)\k:dk
k=1

0 d,
mit Eigenvektor e, = k-tem Einheitsvektor. Offenbar ist

p(Ae)=c(M), k=1,...,n.
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dy
2) A= XDX ' mit D = . Nach Satz 6.1.1 und Beispiel
dn
1) ist Ay = di, p(Ax) = 0(Mg), & = 1,...,n. Dem Beweis von Satz
6.1.1 und Beispiel 1) entnimmt man die Eigenvektoren z), = Xej, = k-
te Spalte von X. Matrizen dieser Art, welche also dhnlich zu einer
Diagonalmatrix sind, nennt man diagonalisierbar.

w1
3) J(u) = a . Es ist det (M — J(p)) = (A — p)™, also

i
ist A = p der einzige Eigenwert von J(u), und er hat die algebraische

Vielfachheit n. Ist z ein Eigenvektor zum Eigenwert p von J(u), so gilt

0 1 O 1 2
€3
x
(J(p) — pl)x = X .2 = : =0,
O 0 L o
0

und der einzige l.u. Eigenvektor ist © = e;. Also ist die geometrische
Vielfachheit von p fiir n > 1 verschieden von seiner algebraischen Viel-
fachheit, namlich 1.

Bis auf Ahnlichkeiten sind die Matrizen J(u) bereits die allgemeinsten Ma-
trizen, soweit das Eigenwertproblem betroffen ist. Es gilt ndmlich der

Satz 4.1.2 (Jordan’sche Normalform). Jede kompleze (n,n)-Matriz ist d¢hn-
lich einer Matrix

Die Jy sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmd.

Beweis: Siehe etwa F. Lorenz, Lineare Algebra II, Kap. IX, §4.

Bemerkungen zu Satz 1.2:
1) Jedes Ay, £ =1,...,r ist Eigenwert.

2) p(A) = Anzahl der J, mit A auf der Hauptdiagonalen. Die ), sind also
die nach ihrer geometrischen Vielfachheit gezéhlten Eigenwerte.

%)



3) o(\) = Summe der Langen sdmtlicher J, mit A auf der Hauptdiagona-
len, denn

det (AT —J) = T det (AT —Jo) = T1(A— o)™ |
/=1 /=1
Vy = Léinge (Jg) .

Beispiel:

Sei nun A eine Matrix mit Jordan’scher Normalform J, also
Ji
A=XJX', J=
J,
mit einer geeigneten Matrix X. Wir wollen uns die Bedeutung von X klar-
machen. Sei v, die Lange von J,. Wir spalten X auf entsprechend der Auf-

spaltung von J:
X =(Xy,...,X,)

mit (n, vp)-Matrizen X,. Dann haben wir
AXg:Xng, Ezl,...,r.

Insbesondere ist der von den Spalten von X, aufgespannte Teilraum ein in-
varianter Unterraum von A. Wir untersuchen diese Gleichung fiir ein ¢ und
setzen v = vy, A = M\y. Seien xq,...,x, die Spalten von X,, also X, =
(x1,...,2,). Dann lautet die Gleichung

(Azq,..., Az,)) = (Ao, Aeg + 21, ..., Az, + 1)

oder
Al’l = )\1'1 >
A.I',L' = )\:cl-—l—:ci,l, i:2,...,V.

x1 ist also Eigenvektor zum Eigenwert A\, wie wir schon aus Beispiel 3 und
Satz 6.1.1 wissen. Fiir die weiteren Vektoren x; gilt

(A—)\I)l'izil?i_l, i:2,...,V,

also ' '
(A — )\[)1711,1. =1, (A — )\)ZiL',L =0.
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Definition 4.1.4 Ein Vektor mit (A — X))z #£ 0, (A — X)'z = 0 heifst
Hauptvektor der Stufe i von A zum Figenwert \. Der von allen Hauptvek-
toren zu einem Eigenwert X von A aufgespannte Teilraum heifit invarianter
Unterraum von A zum Eigenwert .

Bemerkungen:

1. Hauptvektoren der Stufe 1 sind gerade die Eigenvektoren, der von ihnen
aufgespannte Teilraum heiffit Eigenraum zu .

2. Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes ist gleich der Dimension
des zugehorigen invarianten Unterraumes.

3. Eine komplexe (n,n)-Matrix besitzt n l.u. Hauptvektoren, ndmlich die
Spalten einer Matrix X, welche sie auf Jordan-Form transformiert.

Definition 4.1.5 FEine (n,n)-Matriz A heifst hermitesch, wenn A = A* mit
—T
A=A,

Satz 4.1.3 Sei A hermitesch. Dann sind alle Figenwerte von A reell. A
besitzt n l.u. paarweise orthonormale Eigenvektoren.

Beweis:
1) Realitét der Eigenwerte. Ist Az = Az, so ist (z, Az) = A x,x) und
(x,x) > 0 geniigt es zu zeigen, dafi (z, Ax) reell ist. Dies folgt aus

(x,Ax) = (A*x,x) = (Azx,x) = (x, Ax) .

2) Orthonormalitit der Eigenvektoren.

Sind x1, xo Eigenvektoren zu den verschiedenen Eigenwerten A;, s, so
gilt

0= (Azy,x9) — (Ao, 1) = (A — A2) (21, 22)
also sind xq, xo orthogonal. Sind x1,...,zs die Eigenvektoren zu dem
Eigenwert A, so kann man diese orthonormalisieren.

3) Es geniigt zu zeigen, dafl keine Hauptvektoren der Stufe 2 auftreten
konnen. Ist x ein solcher, so ist

(A= XD, (A= \)z) = (z,(A = X)?2) =0,
also (A — M)z = 0, im Widerspruch zu (A — A\I)x # 0.
O

Bemerkung: Die Jordan’sche Normalform einer hermiteschen Matrix ist
also eine reelle Diagonalmatrix. Die Matrix X kann unitér gewéhlt wer-
den, also X X* = I. A heif3t positiv definit, wenn alle Eigenwerte > 0 sind.
(Az,z) = 1 stellt dann ein Ellipsoid dar mit Halbachsen 1/4/), in Richtung
des /-ten Eigenvektors.
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4.2 Die Potenzmethode

Sei A eine komplexe (n,n)-Matrix. Wir wollen die Eigenwerte \; von A be-
rechnen. Das einfachste Verfahren ist die Potenzmethode. Ausgehend von
einem Vektor (9 bildet sie der Reihe nach die Vektoren

) = Az = AR+150) E=0,1,....
Wir analysieren die Potenzmethode zunéchst in dem Fall

IA1] > A2 > ... > A

Dann hat A n l.u. Eigenvektoren x4, ..., xz,, und es gilt

20 = N emo
i=1
e = Ak = ZciA%i = Zci)\fxi
i=1 i=1

= )\’f(clxl +75)

k
T — E C; <)\> T; .
i=2 1

Offenbar geht r, — 0 mit £ — oo, und zwar gilt

Irull =0 ((i))

Zur Berechnung von A; wihlt man einen komplexen Vektor d und bildet
(«®, d) = M (ei(21,d) + (ry, d)) -
Ist ¢1(xy1,d) # 0, so gilt fur k — oo

(2D, d) Y c1(x1,d) + (rgg1, d) o
(x®) d) c1(xy,d) + (rg, d)

(), d) At O A\ ’

d.h. die Konvergenzgeschwindigkeit entspricht der von (Ay/A;)*. Wir spre-
chen von geometrischer Konvergenz.

Genauer gilt

Einen Eigenvektor x; zu A; bekommt man als Grenzwert der Folge 2(*)/ a:§k)
fiir geeignet gewéhltes j (j-te Komponente von x; nicht 0!).
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Beispiel:

90 231 70 1 391 190756
A= 110 336 110 |, 2© M 2@ = 1 556 272836
70 231 90 1 391 190756
Mit d = (1,1,1)” erhélt man
M q 2 ¢
(@0.d) _ g6 @D yeg05

(), d) (), d)

Fiir j = 2 lauten die normierten Vektoren z(*)/ xék):

1 0.703237 0.699160
1 1 1
1 0.703237 0.699160

Die exakten Werte sind

0.7
)\1 =490 y )\2 =20 y Ir = 1
0.7

22 — (.04 erklért sich die schnelle Konvergenz.

Aus dem kleinen Verhiltnis =

Zur Berechnung der weiteren FEigenwerte bildet man die Matrix
T = (A — uI)™'. Diese hat die Eigenwerte (\; — u)~' mit den Eigenvek-
toren z;. Zur Berechnung von A\, wéhlt man p so, dafl

Ao —pf <|Ni—pf , i#2

Dann ist (Ay — )~ betragsgroiter Eigenwert von 7. Diesen kann man nach
der Potenzmethode berechnen. Zur Bildung von

k) = )
(A — pul)z®+1) = z®)
mufl man bei jedem Schritt ein Gleichungssystem mit ein und derselben Ma-
trix 16sen. Man braucht also die LR-Zerlegung nur einmal durchzufiihren.
Dieses Verfahren heif3t “inverse Potenzmethode” oder Wielandt-Iteration.

Sei nun A eine beliebige Matrix mit Jordan’scher Normalform J, also

Ji
A=XJX ', J= , Jo=

<
—_
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Die Eigenwerte A\, sind also nach geometrischer Vielfachheit gezihlt (d.h.
hat A, die geometrische Vielfachheit p,, so tritt A, p,r-mal auf) und nach
abnehmenden Betréigen geordnet:

|A1] > | A > - > |\

Seien 2 = Az®* =1 die Vektoren der Potenzmethode. Mit z*) = Xy

wird y®*) = Jy*=Y_ Spalten wir y* auf in Teilvektoren yék) der Lange vy, so
entsteht
k
() k—1) (k) (0) y% )
Ye :ngé_ v Yy :nyg , U=1,...,r, y(k):
yM

Zur Berechnung von J§ setzen wir

0 1 O
Jo=XI+ N, , N;= .
O 0

Wegen N,* = 0 wird dann fiir & > v,

mit einem Polynom My, vom Grade < v, in k. Damit haben wir

yék) :)\]ZMgkyéo) s {= 1,...,7“ .
Um nun wieder zu den z*) zuriickzukommen, zerlegen wir X = (X,,..., X,)
mit (n, vp)-Matrizen X, und haben dann

2 ® = Xy® =3 Xy = STAEX Mpy” .
(=1 (=1

Diese Darstellung von z*®) ist der Ersatz fiir die oben benutzte Entwicklung
nach Eigenvektoren, in welche sie fiir v, =1, £ =1, ..., r {ibergeht.

Wir untersuchen die Potenzmethode nun fiir verschiedene Falle.

Fall 1: Es gibt einen Eigenwert maximalen Betrages, und dessen algebrai-
sche und geometrische Vielfachheit stimmen iiberein.
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Der gemeinsame Wert dieser Vielfachheiten sei o. Dann ist

A= )‘2:"':)‘p7 ‘)‘p’>‘Ap+1’Z"'2|Ar’a
p r
x(k) = Z)\?XgMgkyéO) + Z )\?XgMgkyéO) .
=1 l=p+1

Fir¢=1,...,pist v, =1 und My die (1, 1)-Matrix 1. Also wird

p r A
W = )"f eryéo)‘f‘ Z (;) XZMEkyéO)
=1 l=p+1 1
= )\’f{l’1+’l“k}.

Hier ist z; ein Eigenvektor zum Eigenwert \;, und r, hat die Grolenordnung

\ k
<p+1> 10 , k— oo,
A

wo v = Max v, Damit hat man in diesem Fall die gleichen Verhéltnisse
t>p

wie im oben diskutierten Fall. Die Konvergenz ist im wesentlichen (\,+1/),)";

der Faktor k¥~! wiichst so langsam, dafl er numerisch kaum bemerkt wird.

Fall 2: Es gibt einen Eigenwert maximalen Betrages, aber seine geometrische
Vielfachheit ist kleiner als die algebraische.

Wir betrachten den einfachsten Spezialfall
Al > ] > - > A

mit p(A;) =1, o(A\;) = 2. Es ist dann

x® = MX Muyt” + 30 NXe Moy,

(=2
k
" (A
= A {XlMlkyEO’ +3 (;) XgMgkyéo)}
=2 1

= A {X1M1ky§0)+7’k} :

Ahnlich wie oben ist 7, von der GréSenordnung

Ao\ F
Tk:<2> kufl_>0 7 E — 00
At
mit v = Max v, My, ist ein Polynom vom Grade 1 in k, d.h.

¢>1
XlMlkyEO) =a+ kb
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mit geeigneten Vektoren a, b € C2. Bildet man nun (2*, d) und die Quotienten
zur Berechnung von \;, so entsteht

(aj(k—‘rl)? d) — )\ ((1, d) + (k + 1)(bv d) + (rk-&-l? d)
®.d) " (a,d) + k(b,d) + (rg, d)

Y (1+ O(;)>

fiir k — oo, wenn nur (b, d) # 0. Man hat also auch in diesem Fall Konvergenz
gegen \p, aber sehr langsam.

Fall 3: Es gibt verschiedene betragsmaximale Eigenwerte.

Wir behandeln wieder den einfachsten Spezialfall
M =[Ae| > As| == 2 M|, A F A
mit o(A1) = o(A2) = 1. Es ist dann

2@ = Xy + N Xyl + 3 X Myl
/=3

! k
A LY\
= A {lego) + (Aj) Xoys” + > <)\j> XeMzkyéo)}
=3

k
A
= )\]f {X1y§0) + (;) ngéo) + T’k} .
1

Wie in den fritheren Féllen geht 7, — 0 mit & — oo, und zwar (beinahe)
geometrisch. Setzen wir

A .
72 = e’LOé 5 O < (6] < 27r Y
A
So ist
A\
<2> = ¢e"* = cosak + isin ok .
A
Der Vektor

)\ k
X1y§0) + (ﬁ) Xzyéo)

ist also (i. allg., d.h. fiir yéo) # 0) nicht konvergent, vielmehr oszillierend. In
diesem Fall haben wir also keine Konvergenz.

Zusammenfassend haben wir den

Satz 4.2.1 Die Potenzmethode konvergiert, wenn es einen betragsgrifsten
Eigenwert gibt. Stimmen fiir diesen die algebraische und geometrische Viel-
fachheit iberein, so ist die Konvergenz (fast) geometrisch. Gibt es verschie-
dene betragsgleiche Eigenwerte, so ist die Potenzmethode nicht konvergent.
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4.3 Der LR- und der QR-Algorithmus

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie wir alle Eigenwerte einer Matrix durch
die Potenzmethode berechnen kénnen. Im Prinzip kann das - wie oben be-
sprochen - durch die inverse Potenzmethode geschehen. Wir werden aber eine
sehr viel elegantere Methode finden.

Betrachten wir wieder den Fall n betragsméfiig verschiedener Eigenwerte,

also |A1| > |Aa| > -+ > |\,|, und es gebe n lLu. Eigenvektoren z,...,x,.
Wenden wir die Potenzmethode auf n Startvektoren xgo), ...,z gleichzeitig
an, also

XkJrl:AXk s Xk:: (;Cgk),,.’lf(k)) s

n

so passiert nicht viel Interessantes: Alle Spalten von X}, werden von A\¥z; do-
miniert. Um dies zu vermeiden, gehen wir raffinierter vor. In der ersten Spalte
machen wir die ganz normale Potenzmethode, normieren x§°) allerdings so,
dafl die erste Komponente 1 ist:

7"111’51) = A[L‘go) .

In der zweiten Spalte wollen wir aber moglichst keine Anteile von x; haben.
Daher subtrahieren wir ein geeignetes Vielfaches von xgl):

r22x§1) = Axgo) — 7’12x§1) )

. . . 1 .
r12 bestimmen wir so, dafl die erste Komponente von :vé ) verschwindet. Da-

nach wird roy so bestimmt, dafl die zweite Komponente von xél) 1 wird.

Entsprechend geht man in der Spalte j vor: Man mochte, daf3 :UED moglichst

keine Anteile von x4, ..., x;_; hat und subtrahiert dazu Vielfache von a:gl), e xg-fl

)
J
so normiert, dafl die j-te Komponente 1 ist:

so, daf die ersten 5 — 1 Komponenten von z:’ verschwinden. Anschlieend

wird x§1)
)
J

(1)

iy = Axg»o) — rljxgl) — oy —...— Tj_l’jJ?;-l,)l , j=1,...,n. (3.1)

FaBt man die 7;; zu der rechten Dreiecksmatrix Ry zusammen, so lautet dies
XIR() - AXO . (32)

Xj ist eine linke Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonale 1. Wir haben hier also
die LR-~Zerlegung von AX, vorliegen. Die Potenzmethode lduft nun folgen-

dermaflen: Sei Xy = 1.
Ist Xy berechnet, so bilde man die LR-Zerlegung

X1 Ry, = AX,, (3.3)

von AXy, wo also X} der linke Faktor ist.
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Aufgrund der Herleitung erwarten wir, dafl mit £ — oo

k
1’5) — T11%1

k
(L’g) — 7’121’1+7’22$2

xg“) — T1p®1 + TopZa + ...+ Tpply
mit geeigneten Zahlen r;;. Anders ausgedriickt: Mit einer rechten Dreiecks-
matrix R gilt

Xe— XR |, X=(z1,...,2,) . (3.4)

Nach einer Idee von Rutishauser kann man die Rechnung sehr elegant durchfiihren:
Man setze
Ly =X "Xpp1 , Ar=X'AX, .

Dann sind die L, linke Dreiecksmatrizen mit Diagonale 1, und die A; sind
alle ahnlich zu A. Es gilt weiter

Ay = X AX; = (LiXg)AX, = LiRy
Ap1 = (ch_—f}lA>Xk+1 = (Rka_l)Xk+1 = RipL,

Y

Schlieflich erwarten wir noch, dafl geméf der vermuteten Konvergenz X, —
XR mit k — oo

A =X 'AX), - RXTAXR=R'JR,

wobei J die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten A, auf der Diagonalen ist.
Damit sind wir beim LR-Verfahren angelangt:

2) Ist Ay berechnet, so bilde man die LR-Zerlegung

A, = LiR;,
und setze
A1 = RyLy, .
3) Fiir groBe k gilt

A1

)\2 X
Ap ~

O

mit irgendwelchen Elementen oberhalb der Diagonalen.
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Tatséchlich kann man unter gewissen Voraussetzungen nur zeigen, dafl die
Diagonale von Ay gegen eine Permutation der Eigenwerte konvergiert. Wir
werden das LR-Verfahren jedoch nicht weiter verfolgen. Es hat den Nach-
teil, dal die LR-Zerlegung ja nicht immer durchfiithrbar ist und numerische
Stabilitdt nur durch Pivotisierung, also Zeilenvertauschungen, erreicht wird.

Durch eine leichte Modifikation des LR-Algorithmus kommen wir zum QR-
Algorithmus: Wir bestimmen 7y ;,...,7;_1; in (3.1) so, da8 xgl) orthogonal

zZu ;Egl), e ,:E;l_)l ist und danach r;; so, da83 xgl) die Lange 1 hat. Dann hat

man wieder (3.2), aber X ist jetzt eine unitdre Matrix. Die Potenzmethode
lautet wieder wie in (3.3), nur daB jetzt statt der LR-Zerlegung eine QR-
Zerlegung mit unitdrem Faktor Xj.; durchgefiihrt wird. Wieder erwarten
wir (3.4). Mit den Matrizen

Qr=X;"Xp11 . Ar=X,"AX;
finden wir genau wie beim LR-Verfahren
Ap = QpRy , Appr = RpQx
Damit haben wir den QR~Algorithmus gefunden:
1) Ag=A
2) Ist Ay berechnet, so bilde man die QR-Zerlegung

A = QiR
und setze
Apr = RiQy -
3) Wir erwarten
)\1 T
Ay — .
0] An

Lemma 4.3.1 Sei A, — A und QR = Ay, die QR-Zerlegung von Ay. Dann
gilt Qr — Q, R, — R, wo QR = A die QR-Zerlequng von A ist.

Beweis: Die erste Spalte von QR = A, lautet

k) (k k
Al =l

Wegen Tﬁ) > 0, ||q§k)||2 =1 und agk) — ay konvergiert rﬁ), etwa gegen 7.

Damit konvergiert auch qgk), etwa gegen ¢;. Die zweite Spalte von QR = Ay
lautet

k) (k k) (k k
A0l + D = .
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Weil @ unitér ist, gilt 7’%’;) = (a(Qk), qgk)) — r19. Also konvergiert auch rg;) qék)

und wegen [|¢S”[|2 = 1 auch r§5’ — ra,, mithin auch g5 — gs.

Es ist klar, dafl man so fortfahren kann und
Rk — R ’ Qk - Q

bekommt mit einer rechten Dreiecksmatrix R und einer unitdren Matrix ).
Dies mufl die QR-Zerlegung von A sein.

Satz 4.3.1 A besitze n betragsmdf$ig verschiedene Eigenwerte Ay, ..., \,. Sei
ALl > [Xo| > > A >0 und A = XJX ! die Jordan’sche Normalform
von A. X1 besitze eine LR-Zerleqgung. Dann gilt fiir die Matriz Aj, des QR-
Algorithmus’ fiir k — oo

Beweis: Sei X! = L_R_ die LR-Zerlegung von X~!. Der Beweis be-
ruht auf dem Vergleich zweier QR-Zerlegungen von A*. Die erste dieser QR-
Zerlegungen bekommen wir aus

AP = XJEX V= XJ'L_ R = XJ*L_J*J*R_ .

Wegen unserer Numerierung der Eigenwerte ist J*L_J~* von der Form I+ F,
mit Fj, — 0. Also haben wir

AF = X(I+ F,)J*R_ .
Sei nun X = QR die QR-Zerlegung von X. Dann gilt

A = QR(I + F)J*R_
— QU +Gy)RJ*R_

mit G, = RE,R™!Y — 0. Sei P,S, = I + G}, die QR-Zerlegung von I + Gj,.
Nach dem Lemma gilt P, — I, Sy — I. Wir haben also

A¥ = QP.SLRJ*R_ (3.5)

mit unitdren Matrizen P, — I und rechten Dreiecksmatrizen S, — I. Die

zweite QR-Zerlegung von AF ist

AP = Qo Qp_1Ri_1- Ry . (3.6)
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Dies ist der Fall ¢ = k der Identitat

QO e QkféflAi_ngfol U RO = QO e kaflefl U R0 )

die man fiir £ =0, ..., k folgendermaflen beweist. Fiir £ = 0 ist die Identitéat
trivial. Es geniigt also zu zeigen, daf§ die linke Seite von ¢ unabhéngig ist,
also

Qo145 Ry 1 =A, |

Wegen Ak_g = Rk_g_le_g_l, Ak_g_l = Qk_g_le_g_l bestéitigt man dies
unmittelbar.

Aus dem Vergleich der QR-Zerlegungen (3.5), (3.6) bekommen wir
Qo+ Qr1=QP. , Ri1---Ro=S;RJI*R_.
Aus der ersten dieser Beziehungen folgt

Qr=(QoQr-1)""'Qo Q= (QP) 'QPry1 — I, (3.7)

aus der zweiten

Ri=RiRy 1 - Ro(Re_y---Ro)™ = Sy RJ™R_RT'JFRSH
(3.8)
= SpnRJIR'S;Y - RIRT'.

Also gilt
Ay = QiR — RIR™',

und dies ist eine Matrix der behaupteten Art.

O

Bemerkungen: Sind die Voraussetzungen des Satzes nicht erfiillt, so treten
folgende Anderungen ein.

I.  Ist \; mehrfacher Eigenwert mit o(\;) = p()\;), so gilt der Satz un-
veréndert.

Dann ist ndmlich die Matrix J*L_J~* von der Form L + F}, mit einer linken
Dreiecksmatrix L, und (3.5) gilt nach wie vor, wobei jetzt B, — P, Sy — S
mit einer unitdren Matrix P und einer rechten Dreiecksmatrix S ist, welche
nicht mehr notwendig I sind. (3.7) gilt dann nach wie vor, wiahrend in (3.8)
R durch SR ersetzt werden muf.

II.  Wir lassen jetzt die Vorraussetzungen, dafl die algebraische mit der
geometrischen Vielfachheit iibereinstimmt, fallen. A besitze also r Eigenwerte
ALy ey A mit A1 > A2 > -+ [A\| > 0, und zu jedem Eigenwert A\, gehoren

67



ein oder mehrere Jordankéstchen, die wir zu J; zusammenfassen. J, hat dann
die Gestalt

e Oh 7,

. e |
J,

wo 0y = 0 oder 6, = 1. Jy ist ein o(A\y) X o(A¢)-Matrix. Spaltet man L_
gemaB J auf, L_ = (L;;), so wird
k —k 7k —k
(J'L-d*), = Lyl
)\i g -1 . .
= )\7 M;pLigM;p . i>7
wobei M, , ]\/[i,_k1 Polynome hochstens vom Grade < ¢();) in k sind. Also gilt
fiir £ — oo nach wie vor
(JrL_J*) =0, i

irj
Die weitere (recht miithsame) Untersuchung zeigt nun, dafi A, entsprechend
J aufgeteilt werden kann in Blocke A;j, der Dimension o(\;) X o();), wobei
fiir k — oo

Aijk_>0 fur i>j,

Alle o()\;) Eigenwerte von A;;, konvergieren gegen ;.

III.  Den Fall betragsgleicher aber verschiedener Eigenwerte brauchen wir
nicht zu betrachten, da wir ihn durch shifts vermeiden.

4.4 Praktische Durchfiihrung des
QR-Algorithmus

Die QR-Zerlegung nach Householder benotigt %n?’ flops, das Produkt RQ
deren $n®. Damit verlangt ein einziger QR-Schritt £n® flops.

Eine erhebliche Reduktion dieser Anzahl erreicht man, wenn man den QR-
Algorithmus auf Hessenberg-Matrizen anwendet. Fiir eine Hessenberg-
Matrix H = (¢;;) ist h;; = 0 fiir ¢ > j + 1. Man sieht leicht, daf ein
QR-Schritt eine Hessenberg-Matrix immer wieder in eine solche iiberfiihrt.
Nach Aufgabe 15 benétigt die QR-Zerlegung fiir eine Hessenberg-Matrix nur
2n? + 0(n) flops.

Ist A eine beliebige (n,n)-Matrix, so kann man mit Hilfe des Householder-
Verfahrens eine unitére Matrix U berechnen, so dafl H = UAU™* eine Hes-
senberg - Matrix ist. Dazu setzt man U = U,,_; - - - Uy, wobei U; die Gestalt

I; O
Ui =
(O Si)
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mit der i-dimensionalen Einheitsmatrix I; und einer (n — i)-dimensionalen
Spiegelung S; ist. S; wird so bestimmt, daf§ der (n — i)-dimensionale Vektor
in der ¢-ten Spalte von U;_q --- U1 AU - - - U}, in und unterhalb der Haupt-
diagonalen in ein Vielfaches des (n — i)-dimensionalen Einheitsvektors e;

abgebildet wird.
Der QR-Schritt fiir Hessenberg-Matrizen kann durch die Givens-Rotation

1

1

ausgefiihrt werden. Die nichttrivialen Elemente ¢ = cos(y), s = sin(y) stehen
dabei in Zeilen und Spalten 7, k. U, vermittelt eine Drehung in der ¢ — k-
Ebene um den Winkel ¢. Wir verwenden nur U1 mit den Elementen
¢y = cos(pg), sk = sin(pg). In einem ersten Schritt iiberschreibt man die
Hessenberg-Matrix H durch den rechten Faktor R in der QR-~Zerlegung H =

QR:
for £k = 1,...,n—1

. Cr Sk hk,k . X
{ Bestimme ¢ so, daf ( s ) < Bk ) = < 0 )

for y=k,...,n
th _ Cr Sk hk,j
hk+1,j —Sk Ck hk+1,j

Der unitdre Faktor () ist dann natiirlich Uy, ---U;_;,,. In einem zweiten
Schritt wird RQ gebildet:

for k=1,...,n—1
for j=1,...,k+1

C —S
(Pjiks i) = (R i) ( o o ) :

Ck

Jeder dieser Schritte ben&tigt 2n?, insgesamt also 4n? flops. Das ist erheblich
giinstiger als die %n3 flops eines QR-Schrittes mit einer allgemeinen Matrix.

Zur Konvergenzbeschleunigung fithrt man shifts durch, und zwar in der Form

A —opl = kaRk
Aps1 = RiQy+ ol .
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Fiir o, verwendet man eine Néherung fiir den betragskleinsten Eigenwert,
etwa das (n, n)-Element von Ay. Das fiihrt zu einer schnellen Konvergenz von
An. Danach spaltet man Zeile und Spalte n ab und fiithrt den QR-Algorithmus
fiir die verbleibende (n — 1,n — 1)-Matrix weiter.
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4.5 Fehlerabschiatzung bei
Eigenwertproblemen

Wir wollen zunéchst einen Satz kennenlernen, der ohne viel Rechnung die
grobe Lokalisierung der Eigenwerte einer Matrix gestattet.

Satz 4.5.1 (Gerschgorin) Sei A (n,n)-Matriz und seien
rio= ) lay]
JFi
K, = {z€C:|z—ay| <r} .

Fiir die “Gerschgorin-Kreise” K; gilt dann:

a) Alle Eigenwerte von A sind in G K; enthalten.
i=1
b) m der Kreise K; seien punktfremd mit den restlichen K;. Dann haben
die in der Vereinigung dieser K; liegenden Figenwerte zusammen genau
die algebraische Vielfachheit m.

Beispiel:
3 2 1 -2 rn = 5
A 1 11 0 1 ry = 2
-1 0 12 -1 ry = 2
-3 1 0 3 ry = 4

Es liegen Eigenwerte jeweils der Gesamtvielfachheit 2 in K1 UK, und KyU K.

Beweis:

(a) Sei A Eigenwert und x Eigenvektor von A mit ||z]|e = 1 = |z4,]. Az =
Az bedeutet

n
(@i — Ny = — Z @iy
i
also .
Jaii = M| <D lagslleg] < ri.
g
Fiir ¢ = i folgt A € K.

(b) Der Beweis beruht auf einem Stetigkeitsargument. Wir geben nur die
Idee. Fiir eine exakte Fassung siehe etwa J. Werner, Kapitel 5.1.

Wir setzen A(t) = D + t(A — D) mit der Diagonalen D von A. Dann ist

A(0) = D, A(1) = A. Die Gerschgorin-Kreise von A(t) sind a;; + tK;. Wir
beweisen (b) fiir alle A(¢) mit 0 < ¢ < 1. Wir benutzen folgendes
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Lemma 4.5.1 Es gibt n stetige Funktionen \i,...,\, auf [0,1], so dafs
A (t), ..., An(t) die Eigenwerte von A(t) sind.

Nun argumentiert man folgendermaflen. Fiir ¢t = 0 ist (b) offenbar richtig.
Wir wéhlen nun ¢y > 0 so, daB fiir ¢ < ¢, die Kreise a;; + tK;, a;; + tK; fiir
alle 4, j mit a;; # a;; punktfremd sind. Dann miissen fiir ¢ < ¢, wegen des
Lemmas in a;; + tK; genau so viele \;(t) liegen, wie es j gibt mit a;; = a;;.
Also ist (b) richtig fiir A(t) mit ¢ < .

Lassen wir jetzt ¢t weiter anwachsen bis zum ersten Mal einige der bisher
punktfremden a; + tK; zusammenstoflen. Die so entstehende Vereinigung
von a;; + tK[s enthélt dann genau diejenigen Eigenwerte, welche bisher in
den einzelnen a; + tK!s lagen. So fortfahrend erhélt man schlieflich das
Resultat fiir A(f) in 0 <t < 1.

O

Fiir hermite’sche Matrizen kann man einfache und befriedigende Aussagen
iiber die Lage von Eigenwerten machen. Zunéchst haben wir folgenden Ein-
schliefungssatz.

Satz 4.5.2 Sei A hermite’sch und seien \, x Ndiherungen fiir einen Eigen-
wert von A mit zugehorigem Eigenvektor. Sei d = Ax — Ax.

Dann gibt es einen Figenwert A\, von A mit

d
]
Beweis:  Sei {z1,...,x,} ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren von
A. Dann gilt
n n
v=3 crpc=zz, |zlz=>_laf
i=1 i=1
und

d=Ar — \v = Zci(/\i — Nz,
i=1
1 = 3 Il = A2 2 3 Je? min [ — AP = [l — AP

i=1 i=1

O

Im allgemeinen Fall sind Storungsresultate sehr viel verwickelter und ungiinsti-
ger.
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Satz 4.5.3 Sei A eine (n,n)-Matriz mit Eigenwerten Ay, ..., \., und sei v
die mazimale Linge der Jordan-Kdstchen von A. Sei X eine Matriz, welche
A auf Jordan’sche Normalform bringt. Sei A. = A+¢eF, 0 <e < 1. Dann
liegen samtliche Eigenwerte von A. in der Vereinigung der Kreise

Ki={r€C: |2 =] <Y1+ k(X)) Flloc} -

Beweis: Esist A= XJX ! Alsohaben A4+¢cF, J+eGmit G = X 'FX
die gleichen Eigenwerte. Wir behandeln zwei Fille.

1) J besteht aus genau einem Jordan-Késtchen der Linge v = n. Sei D

die Diagonalmatrix mit der Diagonale 1, £/¥,... ®=D/¥ Dann ist
Al A el/v
Al A el
J= , D'JD = S
1 El/V
A A

Die Matrix D~'(J + eG)D hat die gleichen Eigenwerte wir A + ¢F. Wir
wenden den Satz von Gerschgorin auf D'(J + ¢G)D an. Die Gerschgorin-
Kreise haben Mittelpunkt A + €¢;; und Radius

ry < MV 4 gl zn: lgij] = eV [ 1+ Zn: |93
j=1 j=1
G G
Jeder Eigenwert p von A, liegt in einem dieser Kreise, also
A +egi—pl <mi
fiir ein 7. Es folgt

A—pl < elgil +

< M1 Lyl
j=1
< 1+ (|Gllo)
< (1 koo (X)) Flloo) -
2) J besteht aus mehreren Jordan-Késtchen Jp, . .., J.. Dann setzt man D
aus Diagonalmatrix Dy, ..., D, zusammen und hat dann
D' D,
D YJ+eG)D = +eD'GD .

D 'J.D,
Anwendung von 1) ergibt die Behauptung.
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Kapitel 5

Interpolation

5.1 Interpolation durch Polynome

Sei P,,die Menge der Polynome mit komplexen Koeffizienten vom Grade < n.
P,, besteht also aus den Ausdriicken der Form

n
Z apr® | apeC.
k=0

Als Polynominterpolation bezeichnet man folgende Aufgabe: Gegeben seien
n+ 1 “Stiitzstellen” zq, ..., z, € C und ebensoviel “Stiitzwerte” yq,...,y, €
C. Gesucht ist p € P, mit p(z;) =y;, j=0,...,n.

Satz 5.1.1 p ist eindeutig bestimmt, falls die x; paarweise verschieden sind.

Beweis: Das Interpolationsproblems ist dquivalent dem linearen Gleichungs-
system

Zakx?:yj , j7=0,...,n (1.1)
k=0
fiir ag,...,a,. Wir zeigen, daf§ dieses eindeutig l6sbar ist. Dazu ist hinrei-
chend, daf§ das zugehorige homogene System, also das System mit yy = y; =
-++ =y, = 0, nur die Losung ag = a; = ---a, = 0 hat. Dies ist aber der

Fall, weil ein Polynom vom Grade < n nicht n 4+ 1 paarweise verschiedene
Nullstellen haben kann ohne identisch zu verschwinden.
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Zur Berechnung des interpolierenden Polynoms konnte man das lineare Glei-
chungssystem (1.1) 16sen, etwa durch die Cramer’sche Regel. Die Determi-
nante von (1.1) ist die Vandermond’sche Determinante

1 1
i) Tn

V=] = T — )
: : i>k
g Ty

Diese ist also # 0, falls die x; paarweise verschieden sind, was einen neuen
Beweis von Satz 1 liefert. Wir ersetzen in V' die k-te Spalte durch die Zahlen
Yo, - - - » Yn und bezeichnen das Resultat mit V). Die Losung des Interpolati-
onsproblems ist dann
- Vi
p(ac):Zakxk, ay = — k=0,...,n.
k=0

Fiir das praktische Rechnen ist diese Losung vollig ungeeignet. Wir werden
drei sehr viel praktischere Darstellungen von p finden.

1. Die Form von Lagrange

Man setzt

r—; .
wi(z) = ] , j=0,...,n.

i=0,izj 3 i

Es ist w; € P,, Losung des speziellen Interpolationsproblems

1 ) k :j7
wj(xk) - { 0 sonst .

Fiir das gesuchte Polynom gilt dann
p(z) = Zijj(x) :
=0

Beispiel: n = 2. Stiitzstellen und Stiitzwerte seien

il |y
0 0 1
1 1 3
2 3 2
Wir berechnen
wo(z) = (g = ii%gio_—sz = Ya-1)(z-3)
wi(z) = (Sf = iﬁ)gil_—xﬁ) = —ly(z—3)
_ (om)r—m) lo(e —
“) = e — 80
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und erhalten

1 3 1 5} 17
p(x) = g(m —1)(z—3) — §x(:c —-3)+ gx(x —-1)= —6x2 + €x+ 1.

2. Die Rekursionsformel von Neville

Wir bezeichnen mit p; 5,7 < k, das nach Satz 1 eindeutig bestimmte Po-
lynom € P,_;, welches y;,...,y, an den Stellen x;,...,x; interpoliert. Das
gesuchte Polynom ist dann p = pgy__,.

Satz 5.1.2 FEs ist p; = y; und firi <k

1

Pi,..k(T) = P— (= z3)pig1,..k(x) + (2p — )i, p—1(x)) .

Beweis:  Auf der rechten Seite steht ein Polynom vom Grade k — i, das an
den Stellen z;, ...,z die Werte y;, ...,y annimmt. Nach Satz 1 ist dieses
eindeutig bestimmt und mufl daher mit p; _ iibereinstimmen.

O

Die Neville’sche Formel erlaubt die Berechnung des Interpolationspolynoms
p nach folgendem Schema (n = 3):

o Yo = Do
Do
Ty h = N Po,1,2
P12 Po,123 =D
T2 Y2 = D2 D123
P23
T3 Ys = D3

Bei Hinzunahme einer weiteren Stiitzstelle (und Erhchung des Polynom-
grads) wird das Schema einfach um eine Zeile erweitert, ohne daf8 die bereits
berechneten Teile des Schemas neu berechnet werden miifiten.

3. Die Newton’sche Form

Fiir p = po...» machen wir den Ansatz

pO,...,n(x) = AO -+ Al(l’ — [L‘O) =+ AQ(J} — ;];0)(1; — xl) 4+ ...
+A,(x —xo)(x —21) - (T — 1)
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mit noch zu bestimmenden Koeffizienten A, . .., A,. Die Bedingungen p(z;) =

yj, J=0,...,n ergeben fiir die A; das lineare Gleichungssystem
A = Yo,
AO + A1($1 — l’o) = U,
A0+A1(ZE2—$0)+A2($2_$0)(5L‘2_$1) = Y2,

AO_'_Al(‘T”_'TO)+"'+An(1’n_$0)"'(l‘n—l’n,1) = Y.

Die A, konnen also durch Vorwértseinsetzen berechnet werden. Fiir das
Resultat gibt es eine elegante Darstellung durch “dividierte Differenzen”

[i, - - ., yg]. Diese sind rekursiv definiert durch
il = wi,
Wis-osun] = ﬁ([yiﬂa s Ukl = [Yis e Up])
Z.B. ist
Yo, 1] = H 5
oy ap] = pig (=i _do-n)

Man ordnet die dividierten Differenzen im “Differenzenschema” an:

To [%o]
[y(b yl]
1 [yl (Y0, Y1, Y2]
Y1, y2] [Yo, Y1, Y2, Y]
T2 [ya] (Y1, Y2, Y3]
Y2, y3]
T3 [y3]

Satz 5.1.3 Fiir die Koeffizienten A; gilt

Ai:[y()?"'ayi]a @20,777,

Beweis:  Wir zeigen

Pk (€)= [yl + i yisa](@ = 20) + [Yi, yirr, Yivo] (2 — @) (2 — ig1)
(1.2)
+o A il (@ — @) - (0 — @)
durch Induktion nach k. Fiir £ = ¢ ist (1.2) richtig. Sei (1.2) richtig fiir ein
k > 4. Dann ist
Pipek(®) = (Wi ul(@ — @) -+ (@ — 231) + @1 ()
[yia s 7yk]l‘kil + QQ(I)

7



mit gy € Pr_;_1, und ebenso gilt

Pt ki1 (T) = [Yig1, - - 7yk+1]$k_i + q3() .
Nach Satz 2 ist mit r, € Pr_;
Di,..., k+1($) = m((x - xi)pi-l—l ..... k+1(l') + ($k+1 - x)pi ..... k(ﬁ))
= m([(yi—i—h o Ykrt) = Wi w2 ()
Wi - Y )" oy ()

= [y, s yk) (@ —23) - (. — xp) + 1ro(2) .

Offenbar mufl ro(x;) = y;, j =1,...,k sein. Nach Satz 1 ist also 7o = p; .
Da fiir p; . (1.2) bereits gilt, gilt (1.2) auch fiir p; g1

,,,,,

Beispiel: Wir haben oben das Interpolationsproblem

IR
0 0 1
1 1 3
2 3 2

durch die Lagrange’sche Form des Interpolationspolynoms gelost. Zur Losung
des gleichen Problems mit der Newton’schen Form stellen wir zunéchst ein-
mal das Differenzenschema auf:

0 1
2
13 —5/6
~1/2
32

Die Koeffizienten des Newton’schen Interpolationspolynoms stehen in der
obersten Zeile:

5 17 5
=1+2z—-x(z—1)=1+—z— -2,
p(z) + 2z Gx(a: ) + il
Fiigen wir noch die Stiitzstelle 3 = 3 mit dem Stiitzwert y3 = 4 hinzu, so

lautet das erweiterte Differenzenschema

0 1
2
1 3 —5/6
~1/2 ~1/3
3 2 —3/2
—2
2 4
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und das zugehorige Interpolationsproblem ist

5 1
p(x) :1—1—2:10—6:U(x—1)—§:z:(x—1)(x—3).
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5.2 Der Interpolationsfehler

Seien in einem Intervall [a,b] n + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen
Tg, ..., T, und eine Funktion f € C,1[a,b] gegeben. Wir wollen f(z) fiir
x # x; approximieren.

Betrachten wir das eindeutig bestimmte Polynom p € P, mit p(z;) = f(z;),
7 =0,...,n. Der folgende Satz macht eine Aussage iiber den Fehler, der bei
einer Approximation von f durch p auftritt:

Satz 5.2.1 Zu jedem x € [a,b] existiert ein T € [a,b], so daf$ gilt:

£ (@)

f(z) —p(r) = w(iﬂ)m

mit

mmzﬁu—m

Beweis: Sei T € [a,b] beliebig gewéhlt mit T # z;, j = 0,...,n. Wir
setzen

F(x) = f(z) —p(r) — Kw(z)

mit einer Konstanten K. Dann ist
F(SL’J):O > ]20,771

Wir wihlen K nun so, daf§ auch F'(Z) verschwindet, also

K = <H> (7) .

w

Damit hat F' in [a, b] mindestens die n + 2 Nullstellen Z, xy, ..., z,. Durch
wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle folgt, daB F™+t") mindestens
eine Nullstelle Z in [a, b] besitzt.

Aus der Beziehung

PO () = f0) () — K (n + 1)!

folgt i)
(£ @y £
K_< w >(>_ (n+1)!

Also
£

(n+1)!

Diese Beziehung ist offenbar auch fiir 7 = z;, j =0,...,n erfiillt.

f(@) = p(T) = w(T)
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Fiir den Interpolationsfehler erhalten wir die Abschéatzung

(nt1) (.
) =9 < ool s

1)  Wir betrachten zuerst den Fall gleichméBig verteilter Stiitzstellen z; =
a + jh mit der “Schrittweite” h = b_T” Firx=a+6h, 0 <0 <n gilt

T) = pntt H(Q —
§=0
also

@) =) < ooy i (H\ )maxlf”“ ()] .

n + 1 €la,b
(a) Fir b—a — 0 bei festem n erhalten wir

f(a) = p(z) = O(A"*) .

(b) Der Fall n — oo bei fester Intervallinge b — a fithrt i.a. zu keiner
Konvergenz. Wir betrachten hierzu das Beispiel von Runge:

flz)=(1+252°)"" in [-1,1]

1 I I I I ! I I I I
| 1(1+25%H) ——

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 0.8 1

f wird an den Stellen z; = —1 + 273, J =0,...,n durch ein Polynom
vom Grad n interpoliert. Die folgende Tabelle zeigt, dafl der Interpola-

tionsfehler fiir grofle n stark anwichst.
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n maXze(-1,1 | f(z) — p()|
1 0.96
5 0.43
13 1.07
19 8.57
2)  Wir wihlen die Stiitzstellen zg,...,z, nun so, daf max |w(z)]
moglichst klein ist.
Fiir [a,b] = [-1, 1] erhalten wir

w(zr) = 27" T (z),
wobei fiir x € [—1, 1] die Tschebyscheff-Polynome T,, wie folgt definiert sind:
T,(z) =cosnt , xz=cost , 0<t<m.
In IV.3 haben wir gesehen, dafl
Ty = 20T, — Ty .
Die Rekursion zeigt, dafl T}, fiir n > 1 die Form
T,(z) = 2" '2™ + Polynom € P,_;

haben muf.
Daher hat w(z) = 27"T,,+1(x) den Hochstkoeffizienten 1 und es gilt
lw(z)| <27" in [—1,1].

(4+1/2)m

(n+1)
Bei dieser Wahl ergibt sich die Fehlerabschitzung

Die Nullstellen z; = cos , J=20,...,n von w sind unsere Stiitzstellen.

Max]| f" 1) (2)]
2n(n 4 1)!

f(z) — p(z)| <

Fiir das obige Beispiel ergeben sich folgende Werte:

n maxXge[—1,1] |f(z) — p(z)]
1 0.93

5 0.56
13 0.12
19 0.04

Die Verbesserung ist erheblich, die Approximation aber immer noch unbe-
friedigend.
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5.3 Trigonometrische Interpolation

Wir betrachten in diesem Abschnitt einen wichtigen Spezialfall der Polynom-
interpolation, bei dem die Stiitzstellen in regelméfligen Absténden auf dem
komplexen Einheitskreis liegen.

Diese spezielle Problemstellung wird zu einem der wichtigsten Hilfsmittel der
angewandten Mathematik fithren: Zur diskreten Fouriertransformation.

Die Stiitzstellen seien gegeben durch

z;=eY =cost; +isint;; t;=2mj/n; j=0,...,n—1.

Beispiel: n =38

[ ] e I

ZL‘O-: 1

[ ]
L
Y

-1 Re x

X7

Nach Satz 5.1.1 gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom p € P,_; mit
p(xj) =1y, j=0,...,n—1.

Die Koeffizienten von p bezeichnen wir mit gy:
n—1
pla) = jra”
k=0
Seien ¥y = (Yo, -, Yn_1)’ € C" und § = (Yo, ..., 9n_1)" € C". Dann kiénnen
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wir die Interpolationsaufgabe
n—1

yjzzgkx;?; 7=0,...,n—1
k=0

in die Form

n—1
1z cee T
1 ot . .
y= y=wy
n—1
] O R A

umschreiben. Die Inversion der Matrix W erweist sich als sehr einfach:

Satz 5.3.1 Mit obigen Definitionen firx;, j =0,...,n—1 gilt fiir die Matrix
W:
WW* =nl .

Beweis: Fiir k, /=0,...,n—1 gilt:
n—1
(WW*)M = Z CL’?CT%
=0

n—1
j=0

n—1
— Z€2m(k7€)j/n
j=0
n—1
_ Z qj mit q= e27ri(k—€)/n
j=0
_ % , falls ¢ #1
n , falls ¢ =1
B 0 , falls k#/
o n , falls =1/

Damit haben wir gleichzeitig eine Orthogonalitédtseigenschaft der trigonome-
trischen Funktionen gezeigt:

n—1
Z 627rijk/n _ 1, falls kenZ
= 0 , sonst

3|
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Aus Satz 5.3.1 kénnen wir folgern:

w! —W*
und damit )
y=-Wy
n
In Komponenten:
gk — %2 —27r1]k/ny (1)
Y = Z; 27rzgk/nAk ’ (2)

Gleichung (1) heit diskrete Fouriertransformation der Lénge n, (2) heifit

entsprechend inverse diskrete Fouriertransformation der Lange n. Beide wer-
den in der Angewandten Mathematik sehr haufig benutzt. Man programmiert
jedoch nicht nach den Formeln (1) und (2), was jeweils n? komplexe Re-
chenoperationen beanspruchen wiirde, sondern benutzt erheblich schnellere
Algorithmen. Einen davon werden wir in 5.4 kennenlernen.
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5.4 Schnelle Fouriertransformation

Wir betrachten nun einen effizienten Algorithmus zur Berechnung von ¢, die
schnelle Fouriertransformation (FFT) von Cooley-Tukey.

Sei n gerade, n = 2m. Dann gilt
ge =Yyt mit g=e?

Esist ¢" =1 und ¢ = ¢*/? = —1.

Die Idee ist nun, die Summe nach geraden und ungeraden Indizes zu zerlegen:

—_

m—

m—1
U = gy + Z AR VY
0 =0

~
Il

—1 m—1
= (@) *yae + 4" D" () *yaria
0 =0

3

~
I

= gr+q"w

Wir sehen, daf} sich g; und wu; als Fouriertransformationen der Linge m =

n/2 berechnen, da gilt:
P = e~ /2)

Weiter haben wir

Jk+m = Gk

Uk+m = Uk
und damit fiir k=0,...,m—1
Uk = gk + ¢Fup
Uerm = Gk +¢"Mu = gp — ¢Fuy, -

Sei nun M, die Anzahl der komplexen Multiplikationen und A, die Anzahl der
komplexen Additionen, die fiir eine schnelle Fouriertransformation der Léinge
n = 2P benétigt werden. Wenn wir die Berechnung von ¢* vernachlissigen,
erhalten wir Ag = 0, My = 0 und

M, = 2M,  +2°!

A - 2Ap,1 + 2}7 .

P

Wir benutzen nun folgendes Lemma: Ist fir p=1,2...
M, = qMy—y + 1y,

so gilt
p
Mp = qu() —i—erqp_J .

=1
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Anwendung des Lemmas ergibt

M, = ip2r = I(logyn)-n
A, p2P = (logyn)-n.

Damit gilt der

Satz 5.4.1 Die Fouriertransformation der Linge n = 2P kann durch %n log, n
komplexe Multiplikationen und nlog,n komplere Additionen berechnet wer-
den.

Die Implementierung der FFT durch ein rekursives Programm ist sehr ein-
fach:

fit (y,n)
/* Fihrt die FFT der Lange n = 27 durch x/
{m=n/2;
for (=0,...,m—1{
gl = y[24];
ull] = y[2¢ + 1];
}
if (m>1){
fft (g, m);
fft (u, m);
}
for k=0,...,m—1{
ulk] = " * ulk];
ylk] = g[k] + ulk];
ylk +m] = g[k] — ulk};
}
}

Die FFT nach Cooley-Tukey ist ein typisches Beispiel fiir das “divide and
conquer”-Prinzip der Informatik:

1. Zerlege das Problem in Teilprobleme.
2. Lose die Teilprobleme.

3. Setze die Losung der Teilprobleme zur Losung des ganzen Problems
zusamien.
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Beispiele:

n=1: 9 = Yo
n=2 : Y = Y+

~

Y = Yo — MW

n=4 : q = p /= _j
go = Yot Y2 Up = Y1+ Y3
g1 = Yo — Y2 Ur =Y —Ys
Yo = go+ug
o= g1— i
U2 = go— Uo

U3 = g1+ 1w

Wir kénnen die FFT auch als Faktorisierung der Matrix W), fiir die Fourier-
Transformation der Lénge n ansehen, also

W, = (6—27rik£/n)

k,¢=0,..n—1
Sei P, die Permutationsmatrix

€0
€2

€n—2
P, = "
€1

€3

€n—1

mit dem Einheitsvektor e des C", in dem wir die Komponenten von 0 bis
n — 1 durchnummerieren. Sei m = n/2 und I, die (m, m) Einheitsmatrix,
D,, die Diagonalmatrix

Dm _ ’ q= e—27rz'/n )

Dann ist

Ly I I, 0 W 0
w=(r o) (5 o) (5w )
Die FFT ergibt sich durch sukzessives Anwenden dieser Formel. Die Durchfithrung
der FF'T verlangt also nur drei Operationen:

1) Permutationen
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2) Multiplikation mit ¢¢ (Twiddle factor)

3) Die Anwendung von ( 1 _i ) (Butterfly)
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5.5 Splines

Ein Spline (spline (engl.) = Straklatte) ist ein diinner elastischer Stab, der
zwischen Gewichte (“Knoten”) gespannt Kurven darstellt. Sie wurden im
Schiffsbau verwendet. Wir werden unten sehen, dafl die Straklatte zwischen
den Knoten durch Polynome beschrieben wird, die an den Knoten unter ge-
wissen Differenzierbarkeitsbedingungen zusammengefiigt werden. Unter Spli-
nes oder Splinefunktionen versteht man daher in der Numerik Funktionen,
welche stiickweise Polynome sind und die an den Nahtstellen gewissen Diffe-
renzierbarkeitsbedingungen geniigen.

Definition 5.5.1 Seien o < 1 < --- < x,, reelle Zahlen. Eine Funktion s
heifst Spline der Ordnung k zu xq, ..., T,, falls

1) s € C*2(RY).

2) In jedem Intervall [x;, x; 1] i = —1,...,n ist s ein Polynom vom Grade
<k-1(x_1=—00, Typs1 = +00).

(Fir k=1 ist 1) leer.)

Beispiel: n =0, g =1t,

B g (=t x>t
f(x)—(x—t)i _{ 0 , sonst .

f ist ein Spline der Ordnung k zu x.

Mit Hilfe von f kénnen wir bereits sehr niitzliche Splines erzeugen. Sei zy <

x1 < -+ < x,. Wirsetzen f; = f(x;),i =0,...,n. Die f; sind Funktionen von

t, was wir aber in der Bezeichnung nicht zum Ausdruck bringen. Dann sind

auch die dividierten Differenzen [f;, ..., fi+x] Funktionen von t. Wir setzen
Bix(t) = @ik — x)[fis -, firn] - (5.1)

Beispiel: k=2, f(x) = (z —1t);. Esist

Bio(t) = (@ip2 — x3)[fis fisrs figal
= [fz‘+1, fi+2] - [fz', fz‘+1]
firi = five  fi— fin

Tit1 — Tiv2 Ty — Tijt1

Wir betrachten 4 Falle.
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1) t < x;. Dann ist f; = x; — t, fiy1 = X1 — t, fize = Tipo — t, und es
wird Buz(t) = 0.

2) x; <t <y Jetzt ist f; =0, fix1 = Ty — t, fizo = Tipo — t, und es
wird Bl72(t) =1- (xi+1 — t)/(mZH — .771)

3) Tit+1 S t < Lit2. Jetzt ist fz = fi+1 = 0, fi+2 = Tj4+2 — t, also Bl,2<t) =
(@ive — 1)/ (Tiv2 — Tita).

4) T2 S t. Es ist fz = fi—l—l = fz‘_’_g = 0 und damit BZVQ(t) = 0.

Wir erhalten also die stiickweise lineare stetige Funktion, die auflerhalb
[z, ;1] verschwindet und die bei z;,1 den Wert 1 annimmt, also einen Spline
der Ordnung 2.

Satz 5.5.1 B, ist ein Spline der Ordnung k, der auferhalb |x;, ;1) ver-
schwindet. Er heifst B-Spline (der Ordnung k zu x;, ..., ;).

Beweis:  f; ist fiir ¢ # x; ein Polynom vom Grade < k — 1 in ¢ und fiir
alle t k — 2 mal stetig differenzierbar (fiir £ = 1 ist die letzte Aussage leer).
Als Linearkombination solcher Ausdriicke ist [f;, ..., firx] in jedem Intervall
[z;,x541] (j =1i—1,...,i+k) ein Polynom vom Grade < k—1 und k —2 mal
stetig differenzierbar, also ein Spline der Ordnung k zu z;, . . ., x;4. Firt < z;
ist f; = (x; —t)*1 ein Polynom vom Grade k — 1 in z; fiir j =4,...,i + k.
Die dividierte Differenz [f;, ..., fits] ist daher 0. Fiir ¢ > x;4y, ist f; = 0 fiir
Jj=1,...,i+ k. In beiden Féllen ist B;x(t) = 0.

O

Fiir das Weitere bendtigen wir ein Hilfsmittel iiber dividierte Differenzen,
das mit Splines eigentlich gar nichts zu tun hat.

Lemma 5.5.1 (Leibniz’sche Formel)  Sei f; = gjh;, j =1,...,i+k. Dann
gilt
itk
fir oo fir] = D MGis s gl [Py s higr]

r=1

Beweis: Seien f, g, h die Interpolationspolynome vom Grade k zu den
Stiitzstellen z;, ..., x;44 und den Stiitzwerten f;, g;, h;, j =4,...,1+k. Das
Newton’sche Interpolationspolynom fiir g, h lautet

g(x) = g+ 195, 91|z — )+ [, -, givr) (. —23) - (T — Tip—1)
itk
= Z[gi>'"7gr]<x_$i)"'($_$r—l)7

r=1
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hx) = [hisr] + [Pigr, Rive—1](@ — Tigg) + -+
Fhik, - il (@ = @) - (2 — Tiga)
itk
= Z[h& cey hz‘+k](95 - mz’+k) (T — $s+1) .

Multiplikation ergibt

i+k

(gh)(x) = Z~[gi, s Gellhsy - i) (=) - (=2 ) (T Teg) - (T Tigg)
o (5.2)

Wir teilen die Summe auf in die Summe fiir » > s und den Rest. Die erste
Summe verschwindet fiir x = x;, ..., z;4k. Die restliche Summe ist ein Poly-
nom vom Grade < k, welches an den Stellen z;, . .., x; 1 die Werte f;, ..., fiik
annimmt und daher mit f iibereinstimmen muf3.

Der Hochstkoeffizient des restlichen Polynoms ergibt sich als Summe iiber
r = s, also

itk
Z[gw s ags][hsa te hz—i—k] )
S§=1
und dies mufl mit dem Ho6chstkoeffizienten des Newton’schen Interpolations-
polynoms, also [fi,..., fitx] ibereinstimmen. Dies beweist die Leibniz’sche
Formel.
O

Satz 5.5.2 Firk>2undi=0,...,n—Fk gilt

T —x; Tivkg — T

B;k(x) = Bip-1(x) +

- T Bk (x)
Titk—1 — T4 Tivk — Ti41

Beweis: Nach Definition (5.5.1) ist

Bix(®) = @ik — x)[fir - firr] s fi = (x5 — )i

Wir setzen g; = (z; — )2 und h; = x; — 2. Dann ist f; = g;h;, j =

i,...,1+ k und damit nach Leibniz

Bip(x) = (wiyx —x)[fis- -, firs)
itk
= (@isk — ) D (G s Gl [Py i)

r=t
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Da h; ein Polynom vom Grade 1 in z; ist, verschwindet [h,, ..., h;] fiir
r < i+ k— 1, und wir erhalten
Bir(®) = (wipr —2){[gi -, Gisr) [hirr] + 196, - - s Give—1][Pirn—1, hir]}
= @irr — )95 Girr)(@ivk — ) + [Gis - -+, Girn—1]}
— (:CiJrk . xﬁ) { [gi-i-la R 7gi+k] B [gla cee )gi—i-k—l](

Tivk —T) + [Gis - - 7gi+k1]}
Titk — T4

= [9¢+1, e 7gi+k] ($i+k - l’) + [gz» e ,9i+k—1]($ - xz‘)

By B; -
= L}H(lﬁﬁk — )+ Zkil(x)(x — ;).
Tivk — Tit1 Titk—1 — X4
O
Bemerkungen:

1) Zusammen mit

1 T, <o < Tig1,
Bi’l(x) :{ 0 ’ S(;nst z

ermoglicht Satz 5.5.2 die rekursive Berechnung der B, .

2) Diese Rekursion ist numerisch stabil, da nur Linearkombinationen po-
sitiver Zahlen gebildet werden.

Satz 5.5.3 Fiir k> 3 gilt

Bl (@) = (k—1) { Bii(e) _ Bz-ﬂ,k_l(x)} |

Litk—1 — L4 Litk — Ti41

Beweis: Nach Definition ist

Bi(x) = (wivh — x)[fir - fornl s [y = (@ — )57t
Differentiation nach x ergibt
Bi(x) = —(k = 1) (irx — 2i)[Gis - - -, Giga]
g = (2 — )%
Nach der rekursiven Definition der dividierten Differenzen ist
Bék(x) = —(k =D {lgit1,-- - gire] = 96, - Gire—1]}

_ <k—1>{ Bip(2) _Bm,k_l(a:)}'

Titk—1 — T4 Tirk — Ti41
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5.6 Interpolation mit Splines

Sel zg < x1 < -+ < x, und

s(t) = 712_:0 a;B; k(1) .

Seien n — k + 1 Stiitzstellen g < t; < --- < t,_; und ebenso viele Stiitz-
werte Yo, - . ., Yn—k gegeben. Wir wollen die a; so bestimmen, daf§ s(¢;) = y;,
7=0,...,n—kist.

Beispiel: &k = 1. Dann ist s(t) = a; fir z; <t < x;41. Das Interpolations-

problem ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn z; < ¢; < z;,1, und zwar ist
a; =1y, 1=0,...,n—k.

Satz 5.6.1 Das Interpolationsproblem ist eindeutig losbar, wenn x; < t; <
Tivk, ¢ =0,...,n—k.

Beweis: Wir beginnen mit dem Fall £ = 2 und schreiben B; fiir B, j.

Y
By B, By Bs B,
x
g T Lo T3 Ta L5
Wir haben zu zeigen, daf8 die (n — 1,n — 1)-Matrix
By(to) Bi(to) 0 0
By(t1) Bi(t1) Ba(th) 0
B = - 5
0 Bi(ta) Bslts) Bs(ts) (n=95)
0 0  B(ts) Bs(ts)

invertierbar ist. Fiir n = 2,3 ist dies elementar einzusehen. Den Fall n > 3
kann man auf n = 2,3 zuriickfithren. Dazu zeigen wir, daf fiir n > 3 nicht
alle AuBlerdiagonalelemente # 0 sein kénnen. Ist ndmlich etwa By(t;) # 0,
so ist t; < x5 und damit By (t;) = 0. Entsprechend argumentiert man in den
anderen Féllen. Ist aber ein Aulerdiagonalelement = 0, so zerféllt die Matrix
in Teilmatrizen. Im Falle By(t;) = 0 wéren dies

(B B6) (% 2w
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im Falle By (ty) =0

Bi(t1) Ba(ty) 0
By(to) Bi(ta) Bal(tz) Bs(ts)
B

Die letzte Matrix zerfallt wieder in eine (1, 1)- und eine (2, 2)-Matrix. Insge-
samt geniigt es also, die Invertierbarkeit der (1,1)- und der (2,2)-Matrizen
nachzuweisen, also die Falle n = 2,3 zu betrachten. Damit ist der Satz fiir
k = 2 bewiesen.

Sei nun die Behauptung richtig bis zur Ordnung < k fiir ein £ > 3. Der Fall
n = k ist trivial. Eine typische Stelle der Matrix fiir die Ordnung £ sieht
dann so aus:
Bj(tj-1) Bjs(tj-1)
Bj_(t;) B;(t;) Bjs(ty)

Wiire hier Bji4(t;) = 0, d.h. t; < xj41, so wéren erst recht alle Elemente
rechts und oberhalb dieses Elementes 0. Entsprechend wiirde aus B;j_;(t;) =
0, d.h. ¢t; < x4, folgen, daB alle Elemente links und unterhalb dieses
Elementes 0 wéren. In beiden Féllen zerfiele die Matrix in kleinere, und wir
konnten Induktion nach n treiben. Wir kénnen also annehmen, dafl z;,1 <
tj < Tjtk-1, ]:O,,’I’L—k‘

Sei nun a ein Vektor mit den Komponenten ag, ..., a,_ und Ba = 0. Der
Spline

n—=k
s=Y_a;Bjj
j=0

wire eine C*~2-Funktion mit den n — k 4+ 3 Nullstellen tq, ..., t,—k, To, Tp.
Nach dem Satz von Rolle hitte s n — k + 2 Nullstellen

70 € (o, t0) ,  Tn—kt1 € (tnek, Tn) ,
Tje(tj—lytj)y 17=1....n—k.

Wegen 2,41 < tj; < ;4,1 mul dann

T0 € (To, The1) s Tnkt1 € (Tn—kt1, Tn)

T € (xj,xj46-1), j=1,...,n—k

gelten, wie man sich an Hand einer Figur klarmacht.

Mit 79, ...,Th_gr1 haben wir n — k + 2 Nullstellen von s’ gefunden, die in
den Trégern von Byj_1,...,By_kt14-1 liegen. s’ 16st also das Interpola-
tionsproblem fiir Splines der Ordnung k& — 1 mit den Interpolationsstellen
Ty - - s Tn—k+1 und den Werten 0. Nach Induktionsannahmen ist dieses Pro-
blem eindeutig losbar. Eine Losung ist offenbar s’ = 0. Also ist ' = 0 und
damit s = 0. Damit ist auch a = 0.
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Der Beweis des Satzes gibt auch eine Methode, den interpolierenden Spline
zu berechnen. Man 16se das Gleichungssystem

Qo Yo
Ba=y, a=|": Y=

Ap—k Yn—k

mit der Matrix B des Beweises. Diese Matrix ist eine Bandmatrix mit der
Bandbreite k + 1, der Rechenaufwand also entsprechend gering.

Bei speziellen Interpolationsproblemen kann man eine explizite Form des
Gleichungssystems angeben. Unter dem natiirlichen kubischen Spline verste-
hen wir einen Spline der Ordnung 4, der auflerhalb z, ..., x, linear ist. Der
interpolierende natiirliche kubische Spline s erfiillt

s(xj)) = y;, j=0,...,n
s"(xg) = §"(x,)=0.

Wir werden zeigen, dafl s eindeutig bestimmt und leicht zu berechnen ist.
Wir machen in [z}, z,41] den Ansatz

—y 2M+ M,
s(z) = yj+<yj+lh, A 6 e hj) (z — ;)
J

M1 — M 3

M ;
+ (= 2y)* + 6, Mz — 1)

2

mit h; = x;41 — x; und gewissen Zahlen M;. Man bestétigt leicht

sy £0) = y;, §"(z; £0)=M;
Yir1r =Y 2M;+ Mj,

"Nr.+0) = — h.

8<$]+ ) h] 6 J
= Y 2M; + M,

S(a;—0) = LYt AT My,
hi 1 6

s ist also genau dann Loésung unseres Interpolationsproblems, wenn

Yir1 =Y 2Mj+ Mjn B — Y=Y 2M; + M,
=

hi_ =1,....,n—1
hj 6 hjfl 6 j—1 J ) y

My=M,=0.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem von n — 1 Gleichungen fiir die n — 1
Unbekannten My, ..., M, ;. Es lautet in Matrix-Form

M1 bl

AM =b, M= : , b= : b= T Y Yin
hj hj1
Mn—l bn—l
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% hp—o+ by
A ist offenbar invertierbar, und es gilt sogar (vergleiche den Beweis zu Satz
2.5.2)
I’IlaX(hj -+ hj+1)

E(A) = ||A]lso]|A™ oo < -2 .
)= M7 <

A hat also gute Kondition, wenn die z; nicht allzu unregelmaflig verteilt
sind.
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Kapitel 6

Numerische Integration und
Differentiation

6.1 Die Formeln von Newton-Cotes

b
Sei f € Cla,b]. Wir wollen das Integral I = [ f(z)dx numerisch berechnen

und dabei nur Auswertungen von f benutzen. Solche linearen Integrations-
formeln haben die allgemeine Form:

I~ z": Apf(zy)

k=0
mit zj, € [a.b], A, € R'. Die z;, heiBen Stiitzstellen, die von f unabhiingigen
A, heilen Gewichte.

Wir betrachten die geschlossenen Newton-Cotes Formeln. Bei diesen sind die
Stiitzstellen dquidistant und schlieBen Anfangs- und Endpunkte von [a, b] ein:

r, = a+k-h , h:b_T“ k=0,....,n
I, = 3 Apf(a)
k=0

Die Gewichte A; werden dadurch bestimmt, daf3 f an den Stiitzstellen durch
ein Polynom p vom Grade n interpoliert wird und p an Stelle von f integriert
wird.

In der Form von Lagrange lautet p

po) = 3 Flonenle) .+ wnle) = [ ——L.

r — Ty

Wir setzen

I, = /bp(x)dx = Xn: /bwk(w)dacf(ack) ,



b b,

r — Ty
A, = /w azda::/ dx
o= Jalte= [T =70
£k

Wir substituieren x = ht + ¢ und erhalten

=

#

t— €

:hak.

??‘

S s
]

Fiir n = 1 erhalten wir damit die “Trapezregel”

Fr—1 1 |
ag = 0/ _1dt:§, alzo/tdt:
h b—a
L = §(f(a)+f(b))= 5 (f(a) + f(b)) -

Das Integral wird also durch die Flache eines Trapezes angenéhert. Fiir n = 2
ergibt sich die trotz ihrer Einfachheit relativ genaue Simpson’sche Regel:

4 1
9 a; = ’ a2 =

3 3
L= (f(a) +4f (%“) + f(b)> .

Die folgende Tabelle enthélt die Koeffizienten a;, fiir n < 4:

agp =

W —

n ag ay Qo as ay4 Bezeichnung

1 1 1 % Trapezregel

2 1 1 % Simpson-Regel

3 1 3 3 1 % Newton’sche g - Regel
41 7 32 12 32 7 - & Milne - Regel

Fiir n > 8 konnen negative Gewichte auftreten, was aus Rundungsfehler-
griinden nicht gut ist. Wie wir spéter sehen werden, kann man Formeln
hoherer Genauigkeit konstruieren, indem man die oben angegebenen Regeln
auf Teilintervalle anwendet.

Beispiel:
I = jl’e:”d.r:e—l = 1.7183
L = %( +e) = 1.8591
I L(144e'? +e) = 1.7189
Iy = L(1+3eP+3e*+e) = 17185

Man sieht, dal der Ubergang von I; nach I, einen groBen Gewinn an Ge-
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nauigkeit ergibt.
Der folgende Satz gibt eine Abschitzung fiir den Fehler |I — I,,|:

Satz 6.1.1 1) Sei f € C""[a,b]. Dann gilt

|] . In| < hn+20n I[Il%}X |f(n+1)(m)| 7

1 o
t— k|dt .
(n—i—l)!/kl;[()‘ |

0

Cp =

ii) Sein gerade und f € C"?[a,b]. Dann gilt

I — 1| < h"H3cr r[nab]x]f(””)(as)\ , o= gc" :

Bemerkung:  Bei geradem n gewinnt man durch den Ubergang zu n + 1
keine Potenz von h. Die Potenzen von h sind optimal, die Konstanten c,, c},
konnten verbessert werden.

Beweis:

i) Es gilt

und nach Satz 5.2.1

w(z)

(f_p)<$> = (n+1)!

FD(g)

mit w(z) = [TE_o(x — xx). Also folgt
L R /r )| de ma |04 (a)

b
¢, ergibt sich aus der Berechnung von [ |w(x)|dz:

b

/|w(3:)]dx = /H |z — x|dx

a a k=0

n

— h”*z/ I1 1t — k|de .
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ii) Fiir gerades n ist w ungerade beziiglich der Intervallmitte ¢ = “T”’, es
gilt also

Damit hat man

JU=p@ir = o [
- (n _11_ 1)! /w(m) {f(nﬂ)(c) + (& —c)fn+? (77)} dx
1 b
= o J r@E = art Y e

b
1 h
< — [w@)|de - = max | ) (2)]
(n+ 1)) 2 [ap]

h
= W, max| 1) ()]

— hn+3cz rfl%f( |f(n+2) (x)‘ .

O

Da das Maximum hoher Ableitungen von f sehr schwer zu bestimmen ist,
sind diese Formeln zur praktischen Abschétzung des Fehlers unbrauchbar.
Ihr Nutzen liegt in der Information, mit welcher Potenz von h der Fehler
abféllt und dafl er vom Maximum einer hoheren Ableitung abhéngt.

Wir konstruieren nun Formeln hoherer Genauigkeit. Gegeben sei wieder eine
dquidistante Unterteilung xy, = a + kh, h = b_T“, k=0,...,n.

Wir integrieren stiickweise mit der Trapezregel:

T+41

[ F@)de = (7 + fn)
I:/f(:t)d:v = n: /f(:z:)dx
h n—1
= 3 S () + fe)
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_ Z(f0+2fl+2f2+...+2fn—1+fn>
= Ty

mit der Abkiirzung f := f(zx).

Diese Formel heifit zusammengesetzte Trapezregel. Fiir den Fehler gilt:

n—1 Tht1
h
1-T =X | [ f@)de =S/ + flae)
k=0 | 4,
1
Nach Satz 6.1.1 gilt mit ¢; = %Oft(l —t)dt = &
1 = 3 1"
=T < = Y8 max |f'()
12 P S G Y
< - hPmax| ()]
- 12 [a,b]
_ b—a 2 7
a1 (0)

Fiir gerades n bilden wir nun analog die zusammengesetzte Simpson-Regel
Sh, indem wir die Simpson-Regel auf jeweils zwei aufeinanderfolgende Teil-
intervalle anwenden und anschlieend summieren:

b %—1 T2k+2
I:a/f(x)dx = kz::o m/ f(z)dz

12

o4 At ot fo ot fat o)

o AR 2 A 2t et A 4 )
- S,
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6.2 Das Romberg-Verfahren

Das Romberg-Verfahren beruht auf der Trapezregel. Durch Berechnen von
Integrationsformeln mit verschiedener Schrittweite h lassen sich Formeln kon-
struieren, deren Fehler mit einer hohen Potenz von h abfillt.

Fiir das Integral
b
I= / f(z)dz
ergibt die zusammengesetzte Trapezregel

Ty(h) = o (o + 261+ 4 2a + F)

mit
fi=f(z;)), xi=a+ih, i=0,...,n, h=

n

Wir entwickeln nun 7} (h) nach Potenzen von h.
Satz 6.2.1 Sei f € C*™*?[a,b]. Dann gilt
Ti(h) = I 4 c1h? + coh* + ... + ¢y h*™ 4+ O(h*™2)

mit

Boy, (2k—1) 2k—
= p) — (k1)
= G (P00 - 1Y (@)
und den Bernoulli’schen Zahlen By:
1 1 1
By = — By=—— Bg=—,...
2 6 ) 4 30 ) 6 427

Folgerung: f € C*"*?(R') 2r-periodisch. Dann gilt

a-+2m

/ F()de = Ty(h) + O(h2™+?) |

a

Wenn sogar f € C®°(R'), so gilt

a+2m
/ f(z)dz —Ty(h) — 0 schneller als jede Potenz von h .

a

Periodische Funktionen lassen sich also iiber die volle Periode auflerordentlich
gut mit der Trapezregel integrieren. Diese vereinfacht sich in diesem Fall zu

n—1
Tl(h) =h Z fj .
j=0
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Wir konstruieren nun Formeln hoher Genauigkeit fiir beliebige Funktionen.
Wir bilden dazu

Ti(h) = I+ ah? 4+ bt + .+ e h®™ + O(h2m+2) 7

h
Ti(3) = T+a27?h + o2 'h'+ 4 en2 0+ O(h*™?).

Damit ist

h
22T1(§) —Ty(h) = (22 = DI 4272 — DR* + ...+ (2272 — 1)R*™ + O(h*™?) |

1 h 272 _ 1 92-2m _
[=— (2T (2 = Ty(h) — oo ht — . — ey p2m .
22_1( 1(2) 1( )) C2 92 _ 1 h C 22 _ 1 h + O(h )
Mit
L e b

erhalten wir also
I =Ty(h) +chh* +.. .+ h*™ + O(R*™T2) .
Durch Wiederholen dieses Verfahrens erhalten wir Formeln hoherer Ordnung:
Sei Ty (h) eine Formel der Ordnung h?*, d.h.
Tw(h) = I+ cph® + B2 4 4 e h®™ + O(h*™H2) |

Tk(§) = T +ca27%h% + . e, 27h%2m + O(R*™T?) .

Damit wird

22’%(2) — Ti(h) =

= (2% — D)+ 1 (272 = A2 1 e (272 — DA™ + O(h*™2) .

Mit X ,
Ts1(h) = P <22ka(§) — Ty(h))

gilt also
I =T (h) + O(h*2) .

Diese Konstruktion von Formeln hoherer Ordnung 148t sich im sogenannten
Romberg-Schema darstellen:

h Ty (h)

4 Ti(5) \ T(h)

h h \ h \

1 () —— T(3) —— T3(h)

% T1(%) \ Tz(%) \ T3(%) \ Ty(h)



Die Rekursion schreibt sich am besten in der Form

Toa(h) = Tily) + s ()~ Talh))

Da T,(%) und Tj,(h) fiir groBe k und kleines h jeweils gute Néherungen fiir
sind, tritt beim Bilden der Differenz Ausloschung auf. Es lohnt im allgemei-
nen nicht, iiber £ = 6 hinauszugehen.

Bei der Berechnung von 7} (%) wird man die schon in T} (h) bendtigten Funk-
tionswerte mitbenutzen: Mit f;11/0 = f(z; + %) ist

Tl(g) - Z(f0+2f1/2+2f1++2fn_1/2+fn)

— Z(f0+2f1+2f2+...+2fn_1+fn)

h
+§(f1/2 + fapo + o F 1))

1 h
= §T1(h) + §(f1/2 + fajo o F fao1)2) -

Der erste Teil ist bereits bekannt. Nur der zweite Teil mufl noch berechnet
werden.

1
Beispiel: [ = [e"dx = 1.718281828
0

T 15 T3 T,
1.859140914
1.753931092 1.718861151
1.727221904 1.718318841 1.718282687
1.720518592 1.718284155 1.718281842 1.718281829

N N

Die Romberg-Integration wird vor allem in Programmen zur automatischen
Integration benutzt. Sie sind etwa folgendermaflen aufgebaut:

Eingabe: Gewiinschte relative Genauigkeit ¢, Intervallgrenzen a, b,
ein Unterprogramm zur Auswertung von f, maximale
Anzahl n der Auswertungen von f.

Ausgabe:  Eine Néherung I fiir das Integral I mit |1 — I| < ¢|1],
Zuverlassigkeitsindex.

Verfahren:

1) Man berechnet etwa 4-6 Spalten des Romberg-Schemas fiir h = b — a,

(b—a)/2,...
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2) Priifung der Genauigkeit in Spalte k. Es gilt

Tk(h) — I+Ckh2k+ O(h2k+2),

h
Tk(g) = I+ 272 h%* + O(h* 72 .

Also folgt
h
Te(Z) = Te(h) = cx(27" = DI + O(h*2) |
2k 1 h 2k+2

h
— 5k(§)+ O(h2k+2) .
Man priift, ob e, (%) ~ 27%¢,(2). Falls die Abweichung unter 10% liegt,
wird ¢ als Fehlerschatzung akzeptiert.

3) Man fiithrt das Romberg-Schema so lange fort, bis in der Spalte ganz
rechts [e4(%)| < e|Th (%] gilt.

Wir miissen noch Satz 6.2.1 beweisen. Dazu einige Vorbereitungen. Seien By,
die Bernoulli-Polynome, d.h.

BO — 1,

1
B, = By, /Bkdaszo, k=12, .
0

Z.B.ist B = v —1/2, B, = 32 — 32 + 1/12. Die By = k!By(0) heiBien
Bernoulli-Zahlen.

Wir leiten einige Eigenschaften By her.

1) Fiir k > 2 ist B(0) = Bg(1). Dies ist klar wegen

1 1
Bi(1) — Bi(0) = /B,;d:c - /Bk_ldx —0 fiitk > 2.
0 0

2) Fir £ > 1 ist Bog1(1) = Bogr1(0) = 0. Dazu setzen wir Py(z) =
(—=1)*By(1 — z). Diese erfiillen die gleiche Rekursion wie die By,. Also
ist P, = By, woraus die Behauptung mit Hilfe von 1) folgt.
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Satz 6.2.2 (Einfache Version der Euler’schen Summenformel) Sei g € C*™2[0, n],
n ganz. Dann gilt

5 90) + 9(1) + -+ gln — 1) + 59(n) — [ gdz

n

_ . B
= — [ By, (2m+2)d 2k+2 (2k+1) _(2k+1) 0) .
0/ amiag e+ 3 S (9 ) - g(0)

Dabei sind By, die Funktionen in R, welche aus By, durch periodische Fort-
setzung aus [0, 1] mit der Periode 1 entstehen.

Beweis: Die Eigenschaften der B, fithren zu folgenden Eigenschaften der
Ek : Ek ist stetig fur k Z 2, §2k+1<0) = Ezk_g_l (TL) = O, Ek = E;CJFI fur k Z 1.
Der Beweis beruht auf zwei verschiedenen Auswertungen von

/Elg/dx .
0
Einerseits haben wir
n oy i+l 1 i1
/Elg'dx = Bigde = {Blg|§+1 - /Bllgda:}
n—1 . . 1+1
1
B {g<z+ ) +g() /gdm}

Andererseits gilt

/Flg’dx = /F’zg'dw = —/Egg”daf; + Byg'
0 0 0

So fortfahrend erhalt man schliefllich

/Elg’dm _ _/§2m+2g(2m+2)dx
0 0
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+ [+§2m+2g(2m+1) — Boms1g®™ 4 -+ EQQI]O

[ " B
= — [ By, (2m+2) 4 _P2%kH42 [ (2k+1) — gD .
0/ 2m+29 T+ ;:0: 2k 1 2)! (g (n) =g ( ))

Aus dem Vergleich der beiden Darstellungen folgt die Behauptung.

O

Satz 6.1.1 folgt nun durch lineare Transformation des Intervalls [a,b] auf
[0,n]. Man setzt dazu einfach g(z) = f(a + hz).

6.3 Integration nach Gauf3

Wir suchen eine Integrationsformel fiir das Integral

If = /bw(fC)f(ﬂﬂ)dﬂj

mit einer in (a, b) streng positiven Gewichtsfunktion w. Eine Integrationsfor-
mel der Form

Guf =D Ajf(z))
j=1

hat die 2n freien Parameter A; und z;. Die Formeln von Newton-Cotes mit n
Stiitzstellen (n ungerade) integrieren ein Polynom n-ten Grades exakt. Wir
wollen nun fordern, dafl

G,f=1f fir f &Py 1.
Dies ergibt gerade 2n Bedingungen fiir die 2n Parameter. Der folgende Satz
zeigt, dafl diese Forderung maximal ist:

Satz 6.3.1 FEs gibt keine Formel G,,, die in Pa, evakt ist.

Beweis:  Wir nehmen an, G, sei eine solche Formel, also G, f = [f fiir
alle f € Ps,. Dies wire dann auch richtig fiir das Polynom

fe) =TI — ;)2

J=1

Offenbar ist aber G,,f =0, I f # 0.
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b
Sei nun H = Cla,b] und (f,g9) = [wfgdr mit einer Funktion w, die

a
” Gewichtsfunktion”, welche in (a,b) stetig und positiv ist. Sei ug, uq,... L
u. Elemente von H und vy, vq,... die zugehorigen orthonormalisierten Ele-
mente. Ist ug = 1, u; = x,...,u, = 2™, so nennt man die v,, “orthogonale
Polynome” (zu (a,b) und w).

Satz 6.3.2 vy hat in (a,b) genau k einfache Nullstellen.

Beweis:  z1,...,z,, seien die Zeichenwechsel von vy, in (a,b). Wir zeigen,
dal m = k gilt.

Sei ¢ = [I(x — z;) € Pp,. Wére m < k, so wire
i=1

b
(q,vx) = /qukda: =0.

Die Funktion qu; hat konstantes Vorzeichen. Also folgt
qg-ve=0 in (a,b)

und dies ist ein Widerspruch. Also ist m > k. Es kann nicht m > k sein, weil
v, den Grad k hat. Also ist m = k.

Bemerkung: Die Nullstellen von v, trennen die Nullstellen von vy, .

Satz 6.3.3 Es gibt Konstanten oy, Bk, Yk, so daff vgr1 = (axx — Br)vg —
ViVk—1-

Beweis:  Wir machen den Ansatz: 0x11 = (v — Bx)vx — YVk—1. Die Kon-
stanten [, 7, werden so bestimmt, dafl v, orthogonal zu vy, ..., v wird.
Fir ¢ < k — 2 gilt:

(Vkg1, ve) = (@vk, ve) — Br(Vk, Vo) — Yi(Vi—1, ve) -

Dies verschwindet, da zv, € Pj_1.

Fiir { = k — 1 und ¢ = k erhélt man die Gleichungen

(g, vg—1) =% =0 , (2vg,v,) — B =0

Es gibt also Bk, vk, so daBl vp 1 L< vg, ..., vk >. vpo1 entsteht aus vx1 durch
Normieren.
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Fiir die Werte der Koeffizienten oy, Ok, 7 gibt es Tabellen.

Beispiele: 1) [a,b] = [—1,+1]. Fiir w = 1 erhélt man v, = ¢, P, mit den
Legendre-Polynomen F:

B =1 Py = 1(52% — 3a)

P o= x Py = (35213022 +3)

P2 = %(3%’2 — ].)
2)  a,b] = [-1,+1], w(x) = (1 — 2?)7V/2

Ti(x) = cos(kt) , cost=1x.
Aus dem Additionstheorem folgt
D1 () + T (z) = 22T (), k=1,2,....

Bei einer anderen Wahl von [a, b] und w erhélt man andere Orthogonalsyste-
me:

a, b] w Bezeichnung

[—1,+1] 1 Py Legendre-Pol.

[—1,+1] (1 — 22)~1/2 T Tschebyscheff-Pol. 1. Art
[—1,+1] (1 — 22)1/2 Ui Tschebyscheff-Pol. 2. Art
[—1,+1] (1—2)*(1+2)®  P“" Jacobi-Polynome
(—00, +00) e/ H,, Hermite’sche Pol.

(0, 00) e Ly Laguerre’sche Pol.

Zur Konstruktion einer in Ps,_; exakten Formel (7, benutzen wir die or-
thonormalen Polynome v,. Wir wissen: v, hat in (a,b) genau n einfache
Nullstellen.

Satz 6.3.4 Es gibt Formeln G, welche auf Pa,_1, exakt sind. Die x; sind
die Nullstellen von v, und es gilt

\@
/\
53
|
&ﬁ
~—
Q
)

Beweis: Sei (,, die Newton-Cotes Formel zu den Nullstellen zq,...,x,

von v, also
n b

an:Z/ Hj dxij).

J

=1
a i#]
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G, ist offenbar exakt in P,_, da ja gerade das Interpolationspolynom vom
Grad n — 1 integriert wird. Ist f € Ps,_1, so schreiben wir

f=qu,+r mit q,r€ P, (Division mit Rest) .
Dann ist

b b b
/wfdx = /qund:v—l—/wrdx.

Das erste Integral verschwindet wegen der Orthogonalitétseigenschaften der
vp. Das zweite ist G,,r, weil G,, ja auf P,,_; exakt ist. Also folgt

b
/wfdx:Gnr:Gn(T+qvn) =G,.f,

weil v,, an den Stiitzstellen von G,, verschwindet.

Also ist G,, exakt in P,,_; und wir miissen nur noch die Formel fiir die
Gewichte bestétigen. Mit

ist wjz € Po,_9, also

b n
/ww?dx = Gu(w) = Aywi(z) = A; .
a k=1

Beispiel:  [a,0] = [-1,+1], w=1.
Die z; sind die Nullstellen der Legendre-Polynome p,,.

n x To T3 A Ay Az
1 0 2

2| —/1 +/} 11

SR N

1
I— / "z — 2.350402
1

Die Simpson-Regel liefert:
I, = 2.362054
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Dagegen ist mit gleich vielen Funktionswertungen

Gs = 2.350337

6.4 Numerische Differentiation

Sei f € CP*(R'). Wir interessieren uns fiir eine Niherung fiir f*)(0), k < p,
die mit Hilfe der Werte f(z;) an den Stiitzstellen x; = jh berechnet wird.
Der Satz von Taylor liefert

fiin) = 3 100+ o)

Wir bilden die Linearkombination
- : S IR TR P+l
Z a; f(ih) = Zf (O)Eh Z i“a; + O(RP™)
i=—q =0 i=—q
und wéhlen die «; so, daBl fiir £=10,...,p
1, =k,
0 , sonst

Wir erhalten .
1 )
SHEIP0) = 37 af (i) + O

i=—q
Fiir 2g+1 = p+1 fiithrt das Gleichungssystem fiir die «; auf eine Vandermonde-
Matrix, ist also eindeutig losbar. Fiir 2g+ 1 > p+ 1 setzt man einige o; = 0,
bis man wieder eine Vandermonde-Matrix erhélt.

Wir haben also mit

DI =5 3 auflih) = F0(0) + 01

i=—q

eine Differentiationsformel der Ordnung hP+1=*,

Beispiele: £k =1:

p=1,q=1,0.,=0,a=-1, ay=+1,

— f(0
D,ﬁ”f:f(h)hm, F0)=DVf+0(n) fir fecC?.
=2,¢g=1 =l =0, =1
P = , 4 = , 1 = 57040— ,(){1—2,
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2h
k=2
1
p:37q:]-)a—l_iaaO:_]-aal_*?
h) = 2f(0) + f(=h)
p@ =10 fgﬂ) TN prioy = DP f+0(2) talls f e O

6.5 Der Fehler bei Integration
und Differentiation

b -
Sei If = [ f(x)dx zu berechnen. Steht anstelle von f nur eine Néherung f

mit relativem Fehler € (also |(f — H(@)] < e|f(z)]) zur Verfiigung, so kann
nur die Ndherung I f fiir I f berechnet werden. Es gilt

1f = 171< [1(f = H@lde <1111 (5.1)

Falls | f|, |1 f| die gleiche GroBenordnung haben (z.B. falls f > 0), so haben
|If—1f]|, ¢|If| die gleiche GréBenordnung, also I f einen relativen Fehler der
Grofenordnung e.

Ist aber I|f]| viel grofer als | f| (z.B. wenn f eine stark oszillierende Funktion
ist), dann ist der relative Fehler von I f viel grofier als .

Wir untersuchen die Fehlerfortpflanzung bei der Berechnung von f durch
eine Integrationsformel der Ordnung p:

L =S Af(ay) . [Inf —1f] <o

j=1

Es gilt
\Lf—Ifl < |L(f— fl+ 1T — I)f]

< A ()] + e

j=1

Sind nun alle Gewichte A; positiv, so ist

2 A (@)l = 2 Al f ()l = Talf | ~ 111
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und damit ndherungsweise
\Inf — If| < el|f|+ch?. (5.2)

Vergleich mit (5.1) zeigt, daB hier I|f| der durch die Problemstellung verur-
sachte, ch? der Algorithmusfehler ist. (Dabei haben wir den bei der Bildung
der j-Summe entstehenden Rundungsfehler nicht beriicksichtigt; er ist prak-
tisch ohne jede Bedeutung). Ist also die Schrittweite h hinreichend klein,
etwa

ch? < el|f], (5.3)

so ist der Algorithmusfehler akzeptabel. Dies ist nicht der Fall bei negativen
Gewichten, denn dann kann

e 2 |4l1f ()l > el|f]

sein.

Nun zur Differentiation! Im Prinzip kénnen f*)(0) (falls dies iiberhaupt Sinn
hat) und f®)(0) beliebig verschieden sein. Wenden wir trotzdem eine Diffe-
rentiationsformel der Ordnung p+ 1 — k

Moo )
DPOf =S sy, 1DPf — FO(0)] < ekt
i=—q

an, so wird

IDVf— @) < [DPF— Fl+ DY f— @0)
< ehFa+ chPtioF (5.4)
a = k! Z lag || f(ih)| .

Hier kann man nun h nicht gegen Null gehen lassen, weil dabei der Fehler
iiber alle Grenzen wichst. Es gibt hier ein optimales h = hg, bei welchem der
Fehler minimal wird. Gré8enordnungsméflig kann man hg aus der Bedingung
(“balancing terms”)

eh™%a = chPt1=F

bestimmen zu hg = O(e¥/(*P)). Fiir h = hg ist dann
DY f = f9(0) = O M)

Ein Fehler ¢ in f fiihrt also - bei einer Formel der Ordnung p und optimaler
Wahl von h - zu einem Fehler ¢*, a =1 — z% < 1in f®. Dies bedeutet:

1) Numerische Differentiation fiithrt zu einem Genauigkeitsverlust.
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2) Dieser Verlust ist klein (d.h. a ~ 1) falls, p + 1 > k. Insbesondere
héngt er von der Ordnung der verwendeten Differentiationsformel ab.

Beispiel:  Berechnung von f'(0) (k=1)

Formel P ho e
O (0) N I R R
s (f(h) = f(=h)) | 2 el g%/
4 £1/5 £4/5
6 c1/7 £7/8

6.6 Harmonische Analyse

Sei f 2m-periodisch. Solche Funktionen kann man in eine Fourier-Reihe ent-
wickeln:

Satz 6.6.1 Se: f stetig. Dann gilt

f(z) = %nLZ(akcoska:—i—bksinkx),
k=0
1 2m
a = = /f(:v)cosk:z:dx
0
1 2m
by = - /f(:lt)sink:cd:v

0

Beweis: Siehe etwa Heuser :Lehrbuch der Analysis I1.

Bemerkungen:

1) Gilt sogar f € C™, so ist ag, by = O(k™™).

2) Ist f stetig mit Ausnahme von xy und existieren dort die linken und
rechten Grenzwerte f(zo+0), so konvergiert die Reihe in zg gegen 5 (f(zo+

0) 4 f(zo — 0)).
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3) Die Berechnung der ag, by aus f heifit Fourier-Analyse, die Berechnung
von f aus ag, by heift Fourier-Synthese. ay, by heiflen Fourier-Koeffizienten
von f, die Reihe Fourier-Reihe von f.

<
Beispiel: f(x) = { _i ’ ?TZ i Z 7;7r . Offenbar ist a;, = 0 fiir alle £ und

br = 0 fiir k gerade, by = 4/7k fiir k ungerade. Also lautet die Fourier-Reihe

fe) == (s + Ssinde + Lot oo )
xr)=—(sinz+ —sin3zx + —sinbr +--- | .

T 3 )

Zur numerischen Fourier-Analyse nehmen wir an, da f an den Stiitzstellen

x; =2mj/n, j =0,...,n—1 gegeben ist. Dann hat man die Approximationen

9 n—1 2 n—1 )
g~ Qg = Z f(zj)coskx;, by~ by, = p Z f(x;)sinkx; .
j=0 j=0

Im Abschnitt {iber numerische Integration haben wir gesehen, daf} diese
Néherungen (fiir 2m-periodisches f) kaum noch verbesserbar sind. Trotzdem
verhalten sich die gendherten Fourier-Koeffizienten ay,,,, by, ganz anders als
die exakten: agp, bi,, haben in k die Periode n, wéhrend ay, by, fiir & — oo
gegen 0 streben. Man kann daher nur fiir £ < n erwarten, daf ay ,,, by, gute
Néherungen fiir ay, by darstellen.

Wir gehen zur komplexen Schreibweise und das Intervall [—7, 7] iiber und
schreiben dann fiir Satz 1

+o00 )
f(l’) — Z Cr ezkac’

k=—o00

17
= 27T_/ f(z) e ™ dx .

Die Approximation ¢, j fir ¢ ist mit x; = nj/n, j=-n,...,n—1
-1 n—1
1 7 . 1 o
—ikx; —mikj/n
Cnk = — fpe ™ =— fi e

mit f; = f(z;). Dies ist genau eine Fourier-Transformation der Lénge 2n.
Die Fourier-Analyse kann also néherungsweise durch die schnelle Fourier-
Transformation durchgefiihrt werden. Zur Fourier-Synthese verwenden wir
aus den oben angedeuteten Griinden nur ¢, fiir k = —n,...,n —1, d.h.

n—1
f(%) ~ Cn,k eik:xj

k=—n



weil ¢, 1, in k& die Periode n hat. Dies ist genau eine inverse diskrete Fourier-
Transformation der Lange 2n. Auch die Fourier-Synthese kann daher mit der
schnellen Fourier-Transformation durchgefiihrt werden.

Um das asymptotische Verhalten der ¢, ; an das der ¢, anzupassen, multipli-
ziert man die ¢,  noch mit “Abminderungsfaktoren” oder “Filterfaktoren”
d, , mit der Eigenschaft

dn’kNl s ]k|<<n,
dn’kNO s |k|~n

(sink’w/n)p
Ao = ——7—
’ km/n

mit einem geeigneten p, etwa p = 1,2 oder 3.

Eine héufige Wahl ist
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Kapitel 7

Gewohnliche
Differentialgleichungen

7.1 Anfangswertaufgaben gew6hnlicher
Differentialgleichungen

Es soll eine ganz kurze Einfithrung in die Theorie der Anfangswertaufgabe
gewohnlicher Differentialgleichungen gegeben werden. Fiir eine griindliche
Behandlung kann man etwa das Buch W. Walter, Gewthnliche Differential-
gleichungen, Springer 1972 (Heidelberger Taschenbuch) konsultieren.

Sei D C R? ein Gebiet und f € C(D). Die Gleichung

y/ = f(xay)

heifit gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung. Eine Losung dieser Dif-
ferentialgleichung ist eine Funktion y € C!, so dafl

Y () = fla,y(z))

gilt. Die Anfangswertaufgabe besteht darin, eine solche Losung zu finden,
welche auch noch durch den Punkt (zg,yo) geht, d.h.

y(7o) = yo -
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Beispiele:

1)

Bevolkerungswachstum.

Sei p(t) die GroBe der Bevolkerung zur Zeit t, g(t, p) ihre Geburtsrate,
s(t,p) ihre Sterberate. pg sei die Grofle der Bevolkerung zur Zeit t.

Die Funktion p 16st offenbar die Anfangswertaufgabe
P _
g—g@m%—dtm , p(to) =po -

Lineare Differentialgleichung.

/

y =p@)y+qx) , pqelClab).

Die Losung a8t sich explizit angeben. Man betrachtet zunéchst die
homogene Differentialgleichung (¢ = 0)

y = px)y .

Unter der Annahme y(z) # 0 erhdlt man der Reihe nach

/ d x
Z =p(z) %En y=npx) , lhy= /p(t)dt + Iny,
zo
fzp(t)dt
Y = Yoe*°

Die Losung héngt also von einem freien Parameter y, ab, welcher offen-
bar gerade y(xg) ist und durch die Anfangsbedingung festgelegt wird.

Fiir die inhomogene Gleichung (¢ # 0) macht man nun den Ansatz
y = c(x)yu
mit einer Losung yy der homogenen Gleichung. Es folgt
y = c(@)yy + (@)yn = c(@)p(x)yn + ¢ (@)yn = p(x)y + ¢ (x)yn -

y ist also Losung von y' = p(z)y + ¢(x), wenn ' (x)yy = ¢(x) gilt. Mit

fp(;r)dt
Yo = €%
ergibt sich
- [ p(x)dt y — [ p(s)ds
d(x) = q(x)e = , c(z)=yo+ /q(t)e 20 dt



mit einer Konstanten yq, und weiter

fp(t)dt < fp(s)ds
= o€ —|—/q(t)et dt

Der erste Term ist eine Losung der homogenen Gleichung mit Anfangs-
wert 1o, der zweite die Losung der inhomogenen Gleichung mit An-
fangswert 0.

3) v =1+ 2 y(0) = 0 hat die Lésung y = tanz. Als stetig differenzier-
bare Funktion existiert diese nur fiir |z| < m (obwohl f(z,y) = 1 + y?
in C*(R?) ist).

4) 5y =y'3, 5(0) = 0 hat fiir jedes ¢ > 0 die Losung
3/2
sy =| Gla—a)™  e=e
0 sonst .

Die Losung einer Anfangswertaufgabe braucht also nicht eindeutig zu
sein.

Zur Formulierung eines Existenz- und Eindeutigkeitssatzes benotigen wir fol-
gende

Definition 7.1.1 f € C(D) erfillt in D eine Lipschitz-Bedingung, wenn es
eine Konstante L gibt mait

wenn nur (z,y), (x,z) € D. f erfillt in D eine lokale Lipschitz-Bedingung,
wenn es zu jedem Punkt in D eine Umgebung gibt, in der f eine Lipschitz-
Bedingung erfiillt.

Satz 7.1.1 Ist f € CY(D), so erfiillt f in D eine lokale Lipschitz-Bedingunyg.

Beweis: Mittelwertsatz der Differentialgleichung.

Satz 7.1.2 f erfille in D eine lokale Lipschitz-Bedingung. Dann gibt es zu
jedem (zo,y0) € D eine Umgebung (o — €,x¢ + €) von xo und eine dort
definierte Losung y der Anfangswertaufgabe y(xo) = yo.
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Satz 7.1.3 f erfille in D eine lokale Lipschitz-Bedingung und (xq,yo) € D.
Dann gibt es eine Losung y der Anfangswertaufgabe

y/ = f(l',y) ) y(l'o) = Yo

mit folgender Eigenschaft: Jede weitere Lisung der Anfangswertaufgabe ist
eine Restriktion von y.

Dabei heifit eine Funktion 7 : I — R eine Restriktion von y : I — R, wenn
I C I und y, y auf I iibereinstimmen.

Die im Satz genannte Eigenschaft von y bedeutet einmal, dal die Losungs-
kurve dem Rand von D beliebig nahe kommt, zum anderen, dafl die Losung
eindeutig ist.
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7.2 Einschrittverfahren fiir

Anfangswertaufgaben

Die Anfangswertaufgabe

y, = f(a?,y) ) y(l'o) = Yo (21>

besitze in einer abgeschlossenen beschrinkten Umgebung U von z eine ein-
deutig bestimmte Losung y. Wir wollen y auf dem Gitter I, : xp = z¢ + kh,

k = 0,1,... berechnen. Dazu ersetzen wir (2.1) durch die Differenzenglei-
chung

1

E(yk-i-l_yk) = ful@rye) , k=0,1,... (2.2)

mit dem Startwert yo aus (2.1). Die “Schrittfunktion” f, wird so gewihlt,
daB y; eine Approximation fiir y(zy) ist. Wegen

Thk+1

y(ain) —y(@) = [ fy@)ds

Tk

mufl dazu
Tk+1

Wy ~ [ Fey@)da (23)

Tk

sein. Die einfachste Weise, (2.3) zu erfiillen, ist

fu(zr, k) = f(2n, ye) -

Das so entstehende Einschrittverfahren

Yk+1 = Yk + hf(xk, yi)

heifit Verfahren von Euler oder auch Polygonzugverfahren.

Beispiel: ¢ =1+ %2, y(0) = 0. Euler-Verfahren mit h = 0.1:

k Tk Yk y(ﬂck)
0 0.0 0.0000 0.0000
1 0.1 0.1000 0.1003
2 0.2 0.2010 0.2027
3 0.3 0.3050 0.3093
4 0.4 0.4143 0.4228
5} 0.5 0.5315 0.5463

Den “lokalen Diskretisierungsfehler” oder “Abschneidefehler” eines Einschritt-
verfahrens bekommt man, wenn man die exakte Losung von (2.1) in (2.2)
einsetzt:

Tulonar) = 3 (k) = y(0)) = fulow yl@) , wir € U
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Definition 7.2.1 Das Einschrittverfahren (2.2) heifit konsistent, falls

w gy el =0,

Es heifit konsistent von der Ordnung p, falls fiir h — 0

— p
ax | Th(xr)| = O(hP) .

Beispiele:
1) Euler-Verfahren.
Fir y = f(z,y) ist
1
Th(zker) = E(Q(MH) —y(zr)) — f(@k, y(zn))

= y'(zp) + ;Ly”(i"k) — f(wg, y(wr)) , Tr € (Th, Tpgr)

Also: Ist y € C*(U), so ist das Euler-Verfahren konsistent von der
Ordnung 1.

2) Verbessertes Euler-Verfahren.
Nach der Trapezregel ist

Tr+1

[ £z = S y@) + flenn u(ma)} + O (2.4

fir f € C? (also y € C3). Weiter ist fiir ¢/ = f(z,y)
y(eee) = ylaw) + by (x) + O(h?)
= y(ox) + hf (zr, y(xr) + O(R?) .

Setzt man dies in (2.4) ein, so entsteht

Tr+1

o [ Ty = 5 U y(@) + e ylm) + b y@))} -0

Tk

Mit der Schrittfunktion

) = ST 9) + £+ by + ()
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hat man also

Tulonan) = o) = o) = filew ylon)
= [ @ [ fy()ds + 00
= O(h?).

Also hat man Konsistenz von der Ordnung 2.

Beispiel: ¢ =1+ % ¢/(0) =0, h = 0.1. Verbessertes Euler-Verfahren:
k L Yk y(wr)
0 0.0 0.0000 0.0000
1 0.1 0.1005 0.1003
2 0.2 0.2030 0.2027
3 0.3 0.3098 0.3093
4 0.4 0.4234 0.4228
) 0.5 0.5470 0.5463

Die Verbesserung gegeniiber dem (einfachen) Euler-Verfahren ist offenkun-
dig.
Wir wollen nun systematisch Verfahren hoher Konsistenzordnung herleiten.

Eine vielbenutzte Klasse solcher Verfahren sind die Runge - Kutta - Verfah-
ren. Das Verfahren m-ter Stufe lautet

Yr+1 Ye +h(vfi + o Y fn) (T Uk)

fl(‘rvy> = f(x,y)

folr,y) = flr+ah,y+hB21fi(z,y))

fm(xvy) = f(l’ + amh,y + h[ﬁm,lfl +.. .+ ﬂm,m—lfm—l](xvy)) :

Man stellt alle Koeflizienten in dem Schema

0
€%) 52,1
Oy, 5m,1 s ﬁm,m—l
’yl . . . ’ym
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k=1
zusammen. Man nimmt {ibrigens immer aj = Y. Byeund 1 =y + -+ 4+ 7
=1

an.
Beispiele:
m=1
m=2
m =3
m=4

Wi O Nl

o
1
0
1 1
T
2
0
1 1
2 2
1 -1 2
I 4
6 6
0
1 1
i 2
3 0
1 0
1
6

Wi =

125

Yk+1 = Yk + hf (2, Yi)

Euler,

=1

Yor1 = e+ 2(f(zr yn)+

+f(xr + hye + hf(zr, ur)))

Verbessertes Euler, p =2

Yr+1
fi
f2
3

Yk+1

h
f2
fs
Jfa

U+ 2(fr+Af2+ f3)
f(@r, yr)

[l + %,yk + %fl)

flzr +h yp — hfi + 20 fo)

p=3

yk + §(f1 +2f2 + 2f3 + fa)
f(@k, yr)

flan+ 2y +2f)

flop+ 5y, +21)

f(xe +h,yr + hfs)

(Standard) Runge-Kutta, p=14.



7.3 Konvergenz von Einschrittverfahren

Vom lokalen Diskretisierungsfehler zu unterscheiden ist der globale Diskreti-
sierungsfehler

Dy (zr) = yrx — y(zi) -

Definition 7.3.1 Das FEinschrittverfahren heifit konvergent, falls

R ey 1Pl =0

Es heifit konvergent von der Ordnung p, falls

— p
g‘g}wh(ﬂ?kﬂ = O(h?) .

Lemma 7.3.1 1) Seien q, dy., ax nichtnegative Zahlen mit

dr+1 < qdy + ay, ) k=0,1,...
Dann gilt
k—1 .
de < q*do+Y ¢"7a; .
j=0

2) Firq# 1 ist

k-1 k
T
=0

qg—1

3) Firx e Rist 1 +x <e”.

Satz 7.3.1 f, erfille in einer Umgebung D der Kurve (x,y(z))zeu eine
Lipschitz-Bedingung, d.h. es gebe eine von h, x unabhdngige Zahl L > 0
mit

|fulz, 21) = ful(z, 22)| < Lzt — 2]
falls (x, z1), (z,29) € D.

Dann gilt: Solange (zx,yx) € D ist, besteht die Abschdtzung

1 Tp—T k
() = ysl < 5 (770! — 1) ma | T, ()]
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Beweis: Aufgrund der Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers haben
wir

Y(rs1) — y(@n) = hfu(@e, y(ex)) + AT (Tp41) -
Das Verfahren lautet
Y1 — Yk = hfn(@n, yr) -
Subtraktion der beiden Beziechungen ergibt mit dy = y(zx) — v

di+1 — di = h(fn(r, y(2x)) — fr(@r, yx)) + DT (Tpt) -
Solange (g, yx) € D ist, folgt aus der Lipschitz-Bedingung
|dj+1 — di| < hL|dg| + b Ty (zg41))|

oder
k1| < (14 hL)|dk| + BT (wr41)] -

Das Lemma ergibt nun unmittelbar

k—1
ldil < R (L+hL) Ty (wj0)]
=0
k—1 ‘ &
< Ry (1+hL)M T max |Ti(x;)]
J=0 =

Die weiteren Aussagen des Lemmas fithren zu der behaupteten Abschétzung.

O

Satz 7.3.2 Das Einschrittverfahren sei konsistent (von der Ordnung p) und
fn erfiille die Voraussetzung von Satz 9.3.1. Dann ist das Verfahren konver-
gent (von der Ordnung p).

Beweis: D enthélt einen Streifen {(x,y) : |y —y(z)] < d, z € U} der
Breite 2d > 0. Man wahle h so klein, daf§ fiir alle x;, € U

1 T —T k
£ (7 =) i T < d

Dann gilt die Abschétzung von Satz 7.3.1 fiir alle x;, € U, und die Konvergenz
(von der Ordnung p) folgt.
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7.4 Mehrschrittverfahren

Ein (lineares) m-Schrittverfahren hat die Form (o, # 0)

Z OYkry = h Z ﬁllf(xk+1/7 yk+u> , k=0,1,...
v=0

v=0

yk - gk 5 k::O,,m—l

Es benotigt also m Startwerte ¥, . . ., 7,,_;. Diese kénnen etwa durch ein Ein-
schrittverfahren gewonnen werden. Gegeniiber den Einschrittverfahren besit-
zen Mehrschrittverfahren den Vorteil, dafl sie pro Schritt nur eine Funktions-
wertung (ndmlich f,(Tg1p, Ykiy), v der grofite Index mit 3, # 0) bendtigen.
Ein Beispiel eines 2-Schrittverfahrens ist die Mittelpunktsregel

Ykt2 — Yk = 20 f (Thg1, Y1) -

Ein Mehrschrittverfahren heiflt explizit, wenn 3,, = 0. Dann 148t sich v,
unmittelbar durch ygipm_1, ..., yr ausdriicken. Ist 3,, # 0, so tritt yx,,, auch
auf der rechten Seite auf und man muf yx,, durch Losen einer nichtlinearen
Gleichung berechnen. Dies kann iterativ in der Form

m—1
amyl(ct—:_nla) + Z CvlYk+y = hﬁmf(xk‘+ma yl(ct-?-m)
v=0

m—1

+ h Z ﬂuf(xk+zuyk+l/>

v=0

geschehen. Wegen
Wil Om

fy (xk+m7 yl(f—i)-m)

gewinnt man bei jedem Iterationsschritt einen Faktor O(h) an Genauigkeit.

Die Iteration konvergiert fiir kleine h also sehr schnell. Den Startwert yf&rk

kann man etwa durch ein explizites Verfahren berechnen. Man kombiniert
also ein explizites mit einem impliziten Verfahren. In diesem Zusammenhang
heifit das explizite Verfahren Préadiktor, das implizite Verfahren Korrektor,
und man spricht von Pradiktor - Korrektor - Verfahren.

Im Folgenden werden wir die riickwéartsgenommenen Differenzen

Vuyr = Uk — Y-
Ve = Vyr— VU1 =Y — 2Us1 — U2

Viy, = VVily,

benutzen. Wie iiblich ist V%, = y.
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Lemma 7.4.1 FEs gilt fiir ¢ > 0

N Y A A AL S

v=0 v=0

Beweis: Dies kann man natiirlich durch Induktion nach ¢ beweisen. Es
geht aber auch einfacher. Wir definieren auf dem linearen Raum der Folgen
Y = (Yk)k=—oo,+00 den linearen Operator

(Ty)k = Yr—1 -
Die binomische Formel ergibt

r-my=3 () T

v=0

Wegen I — T = V, (T"y)r = yr_, ist dies die erste Formel. Die zweite
bekommen wir ganz entsprechend aus

Tq:(I—V)q:ij<q>(—V)”.

v=0

Lemma 7.4.2 Das Polynom p vom Grade < q mit p(Tk—¢) = Yr—s
(=0,...,q ist

s = () v e= T

v=0 v

Hier sind die Binomialkoeffizienten fiir reelle s durch

( i) :;3(3—1)...(3—@—1)).
erkldrt.

Beweis: Dies ist nichts anderes als die Newtonsche Form des Interpolati-
onspolynoms fiir die Stiitzstellen zy_, ...,z Wir fithren den Beweis aber
direkt. p ist ein Polynom vom Grade < ¢, denn es ist

<_5>Zyl!(—s—y—l—l)...(—s)epy'
)V”yk

) \

Weiter gilt fiir 0 < pu <gq

o) = -0

S

= Yk—p

R E

R E

nach Lemma 7.4.1.
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Zur Aufstellung konkreter Mehrschrittverfahren gibt es grundsétzlich zwei
Moglichkeiten:
(a) Integration.

Aus der Differentialgleichung folgt durch Integration

Tk+m

Y(Thym) — Y(Trye) = / f(z,y(x))dx .

T4e

Man ersetzt nun f(x,y(x)) durch das Interpolationspolynom p vom Grade

m an den Stellen zy, . .., Ty, (implizites Verfahren) oder vom Grade m — 1
an den Stellen xy, ..., Tx1m—1 (explizite Verfahren) und setzt
Tk+m
Y+m — Ykre = / p(x)dx .
T4t

Als Stiitzwerte werden bei der Interpolation die Zahlen f; = f(x;,y;) ge-
nommen. Es ist dann p(z) eine lineare Funktion der Zahlen f;.

Die verschiedenen Verfahren unterscheiden sich durch ihr Integrationsinter-
vall (Zg1¢, Tp1m) und durch die Stiitzstellen von p. Wir betrachten folgende
Moglichkeiten:

Intervall
($k+m—17 $k+m) ($k+m—2, $k+m)
Stiitzstellen
Thy o v v s Thtm—1 Adams-Bashforth Nystrom explizit
Thyoory T Adams-Moulton Milne-Simpson implizit
Adams-Bashforth:
Thtm m—1
v —S v
Yk+m — Yk+m—1 = / plz)dz , p(r)= Z(_1> ( V ) VY frerm—1
Thk+m—1 v=0

= h(Yofrtm—1 + ’V1V1fk+mf1 +...F ”melvmilkarmfl) .

1xk+m Tr—x
_ = v T8 _ T tetm—
o=y [ e () sm T

Thk+m—1
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Adams-Moulton:

bom =t = [ e ple)= 3207 (7))

Th+m—1

= h(’yofk+m + ’Ylvlkarm + ...+ ’vamkarm) )

1 g r—x
VAT —S _ T kgm

Nystrom:

Yk+m — Yk+m—2 = h(%fk+m—1 + 71V1fk+m—1 +...+ Vm—lvm_lfk+m—1) )

v, = (—1)”7< _5>ds.

-1

Milne-Simpson:

Yerm — Yktm—2 = h(Yofoem + NV foxm + oo+ YV frm)
0
, —s
T = (_1>/< V>d8'
)

Die 7, sind in Tabellen erfafit (siche z.B. Henrici, S. 191):

v 0 1 2 3 4
Adams-Bashforth |1 i 2 3 Bl
Adams-Moulton 1 -3 -5 % Ao

5 1 1 29

Nystrom 2 0 3 i 2

. . | .
Milne-Simpson 2 —2 3 0 —%

Als Beispiel fiir den Gebrauch dieser Tabelle betrachten wir das 2-Schritt -
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Nystrom - Verfahren. Mit 9 = 2, 74 = 0 aus der entsprechenden Zeile der
Tabelle ergibt sich mit m = 2

Ykt2 — Ye = 20 fry1

also gerade die Mittelpunktsregel.

(b) Differentiation. In der Differentialgleichung ersetzt man die Ableitung

in einem Punkt z;,, durch die Ableitung des Interpolationspolynoms vom

Grade m mit Stiitzstellen xy, ..., T, und Stitzwerten yi, ..., Yprm:
P (@ee) = f(@hies Yrre)
Ui o[ —s y L — Tk4m
p(zr) = Z(_l) ( V>Vyk+m7 S:T'
v=0

Dies ergibt ein Verfahren der Form

Z’Yu,m—ﬁvyyk—i-m = h.fk+€7

v=0
d o[ —s
Yvom—t = hi(_l) < >|Jfﬂck+e

S G [

1%

1 2 3 4

.
1 1 1
0 1 3 3 i
1 1 1
1 1 —3 ~5 i
3 1 1
2 1 —3 3 i

Das 2-Schritt-Verfahren mit ¢ = 1 lautet zum Beispiel

1
V'hio — §V2yk+2 = hfin oder
Ukt2 — Yk = 2hfry1,

also wieder die Mittelpunktsregel.
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7.5 Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Den lokalen Diskretisierungsfehler eines Mehrschrittverfahrens erklart man
wie beim Einschrittverfahren durch

1 s
Th<l’k+m> = E Z Oéy?J(Ik-i-u) - Z ﬁuf(xk—l-l/a y(l’k+y))
v=0 v=0
1 o
= E Z:O@uy<xk+u) - Z:Oﬁuy/(karV)

fiir die exakte Losung y. Die Definition der Konsistenz erfolgt dann wortlich
wie beim Einschrittverfahren.
Beispiele:

1) Um die Konsistenzordnung des Adams-Bashforth-Verfahrens zu be-
stimmen, erinnern wir uns an die Herleitung des Verfahrens. Danach

ist
1 1
Th(@kim) = 7 (0(@ein) = Y(aema) =7 [ pla)de,
LTk4+m—1

wo p das Interpolationspolynom vom Grade m—1 der Funktion f(z,y(x))
an den Stiitzstellen zy, ..., 21,1 ist. Nach [.5.2 ist fir f € C™

so dafl wir
Twen) =3 [ (Fy(@) - pla)de = O(™)

erhalten. Die Konsistenzordnung ist also (mindestens) m. Ebenso sieht
man, daf} die Konsistenzordnung des Nystrom-Verfahrens m ist, wahrend
die Konsistenzordnung der beiden impliziten Verfahren Adams-Moulton
und Milne-Simpson m + 1 ist.

2) Ytz — (L+a)ypr +aye = 5((3—a) frrn — (L +a)fi)
Es ist fiir y € C*

Y(@ew) = yla) + vhy'(ze) + 30207 (xx) + PR3 (x) + O(hY).
Y (zew) = y(me) + vhy'(z) + 507077 (2) + O(h?)
und damit

Tyonm) = (2= (+a) =25 + 5% ) /)
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b (G500 - 56-0) @)
B2 (2 - 2(1 +a)— 111(3 _ a)) o () + O(h®)

_ 2 i a) m 3
= h (12+12 y"(zg) + O(h?)

Wir haben also Konsistenzordnung p = 3 fiir a = —5 und p = 2 sonst.

Wir kommen nun zu einem wichtigen Begriff. Numerische Experimente mit
dem im letzten Beispiel angegebenen Verfahren ergeben befriedigende Resul-
tate fiir @ = 0 (d.h. Adams-Bashforth mit m = 2), aber unbrauchbare fiir
a = —5. Die Konsistenzordnung kann also fiir die Konvergenz nicht, wie bei
den Einschrittverfahren, das einzig Maf3gebende sein. Wir werden sehen, daf3
bei Mehrschrittverfahren neben der Konsistenz die Stabilitdt notwendig fiir
Konsistenz ist.

Sei fiir A € C . .
pA) =D a, N\, c(A) =D B\ .
v=0 v=0

Die Eigenschaften dieser beiden Polynome werden sich fiir das Verhalten des
Mehrschrittverfahrens als wichtig erweisen.

Definition 7.5.1 Ein Mehrschrittverfahren heifit stabil, wenn fir die Null-
stellen A von p folgende Bedingung erfillt ist:

a) A <1

b)  Ist |\ =1, so ist A einfache Nullstelle.

Beispiele:
1) Adams-Bashforth.

Es ist p(A) = A™7 (A —1). Nullstellen sind A =0 ((m — 1)-fach) und A =1
(einfach). Also ist das Verfahren stabil.

2)  Nystrom.

Es ist p(A) = A™72(A\? — 1). Nullstellen sind A = 0 ((m — 2)-fach) und
A = £1 (jeweils einfach). Also ist das Verfahren stabil.

3) Das oben genannte Verfahren mit p(A\) = A2—(1+a)A\+a = (A—a)(A—1).
Das Verfahren ist stabil genau dann, wenn |a| < 1, aber a # 1 ist.

Wir benutzen dieses Verfahren fiir ' = 1+ 32, y(0) = 0. Fiir die Schrittweite
h = 0.01 und yo = 0, y; = tan(h) ergibt sich
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k rr,  y(a=0)  yla=1)  ypla=1.1) y(xg)

0.0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

20 0.2 0.20269 0.20251 0.20232 0.20271
40 0.4 0.42775 0.42185 0.41821 0.42279
60 0.6 0.68404 0.68139 0.64780 0.68414
30 0.8 1.02939 1.02239 0.76585 1.02964
100 1.0 1.55667 1.53706 —0.23823 1.55741
120 1.2 2.56893 2.49939 —6.70901 2.57215
140 1.4 5.75965 5.27453 —24.76387 D.79788

Fiir yg, 1 haben wir die exakten Werte genommen.

Fiir die instabilen Verfahren mit a = 1 und a = 1.1 treten offenbar Probleme
auf.

Definition 7.5.2 FEin Mehrschrittverfahren heifit konvergent, wenn fiir alle
Startwerte 7, mit limy,_o |y(xx) =7, =0, k=0,...,m—1

My ey i) =l =0

gilt. Es heifit konvergent von der Ordnung p, wenn aus y(zy) — Y, = O(hP) ,
k=0,....m—1

max |y(zy) — yx| = O(h”)

rreU

folgt.

Wir wollen zeigen, dal Konvergenz gleichbedeutend ist mit Konsistenz und
Stabilitdt. Dazu bendtigen wir einige einfache Tatsachen iiber Differenzen-
gleichungen.

Unter einer linearen Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten ver-
steht man eine Gleichung der Form

m
Zal,szﬂ,:ck , k=0,1,...
v=0

Die Gleichung heifit homogen, falls ¢, = 0, andernfalls inhomogen. Fiir die
Losung der homogenen Gleichung macht man den Ansatz 2, = A*. Dies ist
eine Losung, wenn

SNt =Np(A)=0 , k=0,1,...
v=0
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d.h. wenn p(\) = 0 ist. Ist \ eine zweifache Nullstelle von p, so ist p/(A) =0
und damit auch

Zay(/{+u))\k+” = )\k{kZa,,)\”+Zayu)\”}

v=0 v=0 v=0
= N{kp(N) + AN} =0,

d.h. es ist auch z, = kA* Losung. Genau so sieht man, dafl im Falle einer
r-fachen Wurzel A die Folgen z, = \¥, 2z, = kA, ..., 2, = k" 'A\F Losungen
sind. Damit hat man aber auch schon alle Losungen der homogenen Diffe-
rentialgleichungen gefunden.

Satz 7.5.1 Seien \q,...,\, die Nullstellen von p mit den Vielfachheiten
r,...,7n. Dann sind

PV VN Y ., j=1,...,n

m =ri+...+r, Losungen der homogenen Differenzengleichung. Jede weitere
Losung zy, ist eine Linearkombination dieser Lisungen, d.h. es gilt mitKon-

stanten a;,
n Ti—1

2L = Z Z ajrk”)\f .

j=1 r=0
Die aj, sind eindeutig bestimmdt.

Beweis: Sei o, = 1. Die Differenzengleichung kann dann in der Form

0 1 0 0
0 0 1 0 0
2k
Ziyr=AZy , Zp=|: , A=
Zk+m—1 -
0 0 1
L —® —o Q-1

geschrieben werden.
Dann ist also Z, = A¥Z,. Ist J = X 'AX die Jordan’sche Normalform, so
ist
Zy=XJ*X"17, .
In unserem Fall haben die Jordan-Ké&stchen Ji,...,J, zu den Eigenwerten

A1, ..., A\, die Dimensionen 74, ...,r,. Die Potenzen von J, haben wir schon
in 4.2 ausgerechnet; wir fanden

JP=MN(Ag+ kA + .+ KA, )

mit gewissen Matrizen A;, die noch von )\, abhéngen. Zj, ist also wirklich als
Linearkombination der genannten Ausdriicke darstellbar.

O
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Als wichtige Folgerung aus Satz 7.5.1 haben wir:

Satz 7.5.2 Fin Mehrschrittverfahren ist genau dann stabil, wenn alle Lésun-
gen der Differenzengleichung

Zal,zk+l,:O ) k=0,1,...
v=0

fiir k — oo beschrdnkt bleiben.

Satz 7.5.3 Sei A eine (m, m)-Matriz und p(A) ihr Spektralradius. Alle Ei-
genwerte von A mit Betrag p(A) seien algebraisch einfach. Dann gibt es eine
Vektornorm || ||, so daf8 ||Al| = p(A).

Beweis: Seien Ay, ..., \, die Eigenwerte von A mit |\;| = p(A). Dann gibt
es eine Matrix X, so dafl

A1
XLAX = ol |

[ | B
wo die (m — r,m — r)-Matrix B nur noch die Eigenwerte mit Betrag < p(A)

hat. Nach Satz 2.5.1 gibt es eine Norm || ||;,— in C"7" mit || B||m—r < p(A).
Fiihren wir nun in C™ die Norm

T

x’r T m—r
m—r = max{|[|z" ||, ||z lm—r}

ein, so leistet die Norm || X ~'z| das Gewiinschte.

Satz 7.5.4 f erfille in einer Umgebung D der Lisung (x,y(zx))zcu eine
Lipschitz- Bedingung.

Das Mehrschrittverfahren sei stabil. Dann gibt es Konstanten Cy, Cs, hy > 0,
so daf$ fiir h < hg
T —1 m—1 k
(o) — ) < Cre®o==) Lk y(a) -yl + i Taa)] | |

solange (xy,yx) € D.
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Beweis: Nach Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers ist

S y(wrar) = S Bl (2rems y(ess)) + WTh(@esm)

v=0 v=0

und das Verfahren lautet

Z QYpry = N Z ﬁl/f(:ck+l/7 yk+V) :

v=0 v=0

Substraktion ergibt mit dy = y(zx) — Y

Z ank+V = h Z ﬁu(f(xk+u7 y<xk+1/)) - f(karl/v yk+V) + hTh(karm)
v=0 v=0
= th

Mit Hilfe der Matrizen und Vektoren (a,, = 1)

0 1 0 0
0 1 0 0 dy,
A= , Dp=": , B=
0 0 1 i1
- —o . — Q1 |

konnen wir dies auch in der Form
Dk+1 = ADk + thB

schreiben. A hat p(\) als charakteristisches Polynom. Nach Satz 7.3.1 gibt
es also eine Vektornorm || |, so da8 ||A|| <1 und damit

[Dgsall < 1Dl + e[| B -

Solange (x,yx) € D gilt, haben wir

el < LY 1Bulldiss] + | Th(@rsm) | < KDkl + [ Disa ) + T (@hm)|

v=0

mit einer geeigneten Konstanten K. Fiir h||B||K < 1 ist also

| D1l < q|| Dkl + hax
q=(1+n|B||K)/(1—=h||B|K), ar=|Th(zkm)||Bll/(1 = h||B||K) .

Nach Lemma 7.3.1 folgt

k—1
1Dl < Dol + Y ¢ ay
7=0
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Nun benutzen wir die Ungleichung
1+
11—z
Dann wird fiir h||B||K <1/2 ¢ <1+ 4h||B||K und damit

1

k
¢ < (14 4Bl E ) < o

Fiir Dy, ergibt sich nun durch Aufsummieren der geometrischen Reihe

k
=1 k-
< ¢F 4z - ,
IDel] < ¢ ||D0H+hq_1 Iglzagia]
1 k—1
< AIBIK(z,—z0) 1 |
< e | Dol + 1BIE m:agc|Th(xj+m)| i

J
Da in R™ alle Normen &quivalent sind, folgt die behauptete Ungleichung.
O

Hieraus folgt wie in §3 sofort

Satz 7.5.5 f erfille die Voraussetzungen von Satz 4. Ist das Mehrschritt-
verfahren stabil und konsistent (von der Ordnung p), so ist das Verfahren
konvergent (von der Ordnung p).

Daf} Stabilitat notwendig ist fiir Konvergenz, folgt leicht aus dem Verhalten
der Losungen von Differenzengleichungen:

Satz 7.5.6 Ist ein Mehrschrittverfahren konvergent fir y' =0, y(0) =0, so
ist es stabil.

Beweis:  Sei A eine Wurzel von p der Vielfachheit . Wir geben die An-
fangswerte

Tp = K INR k=0,...,m—1.
vor. Das Verfahren lautet
Zayyk+V:O, k=0,1,... , y%w=9, , k=0,....m—1.
v=0

Nach Satz 7.5.1 ist
yp = K" '\R k=0,1,...

Y

Wir lassen nun h — 0 und k& — oo so streben, dal x;, = hk =7 > 0. Dann
mufl wegen der vorausgesetzten Konvergenz y, — 0 streben. Also folgt

: ? r—=1yk __
ggi(k>k A= 0.

Dies ist nur moglich, wenn [A\| < 1 und r =1 fiir [\| = 1.
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7.6 Konsistenz und Stabilitdt von
Mehrschrittverfahren

Vom vorhergehenden Paragraphen ist es klar, dafl man nur mit stabilen Ver-
fahren arbeiten kann. Aus Effizienzgriinden méchte man Verfahren moglichst
hoher Konsistenzordnung verwenden. Ungliicklicherweise beschriankt die For-
derung nach Stabilitéit die an und fiir sich mogliche Konsistenzordnung.

Satz 7.6.1 Seip(\) = % —o(N). Das Mehrschrittverfahren ist genau dann
konsistent, wenn (1) = 0. Es ist genau dann konsistent von der Ordnung p,

wenn o bei X =1 eine Nullstelle der Ordnung p hat.

Beweis: Fiir y € CP™! ist

y(ren) = ylm) + vhy'(m) +...4+ CEyP(@)  + Ot

p!

Y () = Yl(ae) + vhy"(zr) +...+ ((V]:_):;Z/(p)(xk) + O(h") .

Dies ergibt fiir den lokalen Diskretisierungsfehler

1 m m
Ti(@hem) = 7 > awy(hiw) = > By (Trro)
v=0

v=0

1
= 5 Coylar) + Cry/(w) + .+ B oy () + O(RF)

m
CO = Z a,
v=0
m m
Cl = Z voy, — Z 5V )
v=0 v=0

m m
C, = =3 vPa, — = > P13
! v —1)\! | 7
P P =0 (p=1)! v=0
Sei nun

1m m
X(E) = p(e) = 23 o = > e
v=0 v=0

Die Potenzreihe um z = 0 fiir e”* ergibt fiir z — 0

x(z) = im

- ay 2:% (y;!w - Z By Z

1%

1
— ;CO +Cr+ ..+ 227C,+ 0(2P) .

Nun gilt:
¢ hat p-fache Nullstelle bei A =1
< x hat p-fache Nullstelle bei z =0
= C’():C’l:...:Cp:O
& Th(Tpem) = O(RP) fiir alle y € CP*1 .
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Dies erledigt den Fall der Konsistenzordnung p. Konsistenz schlechthin ist
gleichbedeutend mit Cp = C; = 0, d.h. mit x(0) = 0 und damit ¢(1) = 0.

Nach dem Satz stellt Konsistenz der Ordnung p p + 1 Bedingungen an
die 2m + 1 (nach Normierung etwa auf «,, = 1) Koeffizienten eines m-
Schrittverfahrens. Man erwartet also, dafl man die Konsistenzordnung 2m
erzielen kann. Dies ist auch der Fall, aber leider nutzlos, wie man an dem
folgenden Satz sieht.

Satz 7.6.2 Ist ein m-Schrittverfahren stabil, so ist seine Konsistenzordnung
hichstens m + 1 fiir m ungerade und m + 2 fiir m gerade.

Beweis: Zunichst einige Vorbemerkungen.

(i) Die gebrochen lineare Transformation w = jﬁ bildet den Einheitskreis
der z-Ebene auf die linke Halbebene der w-Ebene ab. Denn linear gebroche-
ne Abbildungen bilden Kreise auf Kreise ab. Da ein Kreis durch 3 Punkte
eindeutig bestimmt ist, geht der Einheitskreis mit den Punkten 1, ¢z, —1 in
die imaginére Achse mit den Punkten 0, i, co iiber. Das Innere des Einheits-

kreises muf} dabei in die linke Halbebene iibergehen, weil 0 in —1 {ibergeht.

(ii) Die Koeffizienten eines reellen Polynoms, dessen Wurzeln nur Realteile
< 0 haben, haben alle das gleiche Vorzeichen.

Denn ist r ein solches Polynom und sind z, die reellen und z, &+ iy, die
konjugierten komplexen Wurzeln, so ist

r(z) =a]](z = 2) [1((z = 2.)* + )

und die Behauptung folgt durch Ausmultiplizieren.

(iii)  Die Koeffizienten ¢y, in

i =c +022+cz4+
1+z 0 2 4

1—2

In

sind negativ fir v > 0 (siche Henrici, S. 223).

Nun zum Beweis des Satzes! Seien p, o die Polynome eines stabilen Verfahrens
der Konsistenzordnung p. Wir setzen

o= (557) o (555) o= (50) e ()
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Dann hat nach (i) und wegen der Stabilitidt r bei w = 0 eine einfache Null-
stelle und sonst nur Nullstellen mit Realteil < 0. Nach (ii) ist 7 also von der
Form

r(w) = ayw + ayw® + ... + apuw™

mit a; # 0, und a, hat das Vorzeichen von a;, ¢ =2,...,m. Sei nun weiter
(1= w\" (14w ~p(z)
fw)=(57) e(f) » ¢ =22 —02).

Nach Satz 7.6.1 ist die Ordnung p der Nullstelle von f bei 0 gleich der Kon-
sistenzordnung des Verfahrens. Offenbar ist

r(w)
) = i = a(u)
= bp+bw+...+bw T+ —s(w) .

Da s ein Polynom vom Grade m ist, kann f nur dann eine Nullstelle der
Ordnung p bei 0 haben, wenn

bm+1:bm+2:...:bp_1:0

ist. Fiir m + 1 > p — 1 ist diese Bedingung leer. Es ist dann p < m + 1 und
der Satz richtig.

Wir berechnen nun die b,. Es ist nach (iii)

w  r(w)
bo+ b —_—
o+ 01w + ﬁn% "

= (co+ cow? + cow* + .. ) (a1 + agw + ...+ apw™ )

mit ¢y, < 0, v > 0. Ausmultiplikation und Koeffizientenvergleich fiir die
geraden Potenzen ergibt

ba, = CoQoy41 + C2a2, 1 + ... + Copa1
wobei wir a,, = 0 fiir v > m gesetzt haben. Nun unterscheiden wir zwei Fille.
(a) m ungerade. Wir setzen 2v = m + 1 und bekommen
bmi1 = CoQmaa + Co2Gp + ... + Cpr1a1 -

Es ist a;,12 = 0, co, < 0, die ay haben alle das gleiche Vorzeichen, und
ay # 0. Also folgt b,,11 #0, dh.esmuBp—1<m-+1oderp<m-+1
sein.

(b) m gerade. Wir setzen 2v = m + 2 und bekommen

b2 = Colm43 + Columi1 + Calpm_1 + ... + Cgo0ay -
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Wie oben folgt b,,12 # 0, d.h. esmul p — 1 < m + 2 oder p < m + 2 sein.

O

Definition 7.6.1 Ein m-Schrittverfahren heifst optimal, wenn seine Konsi-
stenzordnung m + 1 ist fiir m ungerade und m + 2 fiir m gerade.

Beispiele:

1) Die Verfahren von Adams-Moulton und Milne-Simpson haben die Kon-
sistenzordnung m + 1 und sind daher fiir ungerades m optimal.

2) Das Milne-Simpson-Verfahren fiir m = 2, d.h.

1
Y2 — Yk = P(2fir2 — 2V fra + §V2fk+2)

ist identisch zu dem Verfahren fiir m = 3. Es hat also die Konsistenz-
ordnung 3 + 1 = 4 und ist daher optimal. Dagegen hat die Mittel-
punktsregel

Y2 — Yb = 2h fr1

nur die Konsistenzordnung 2 und ist also nicht optimal.
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7.7 Extrapolationsverfahren

Wir wollen die dem Romberg-Verfahren zugrunde liegende Idee der Extrapo-
lation auf die Losung von Differentialgleichungen iibertragen. Dazu schreiben
wir fiir den an der Stelle x mit irgendeinem Verfahren mit der Schrittweite
h berechneten Naherungswert y(x, k). Gilt nun eine asymptotische Entwick-
lung der Form

y(x, h) = y(x) + hPey(x) + ... + hle,(x) + O(hIH) (7.1)

mit von h unabhéngigen Funktionen ey, so kann man &hnlich wie beim
Romberg-Verfahren vorgehen: Man wiederholt die Rechnung mit kleinerer
Schrittweite, etwa %, und hat dann

ﬁ) = y(x) + 27 hPep(x) + ... + 27 %h%,(x) + O(hTH) . (7:2)

y(z, 5

Nun wird der Term der Ordnung A eliminiert:

Pyla, 1) —yleh) = (2= Dyla)+ @7~ D ep(e) ..
(2P = 1)hley(x) + O(hTH)

In

1 h h 1

yl(xv h) = w _ 1<2py(x7 5) —y(z, h)) =y(z, 5) + w_ 1

(v(a, 5) ~ ylw. )

hat man also eine neue Formel mit der Ordnung p + 1, und fiir diese gilt
y' (@, h) = y(a) + W ey () + .+ hieg(x) + O(h)

mit neuen, ebenfalls von i unabhingigen Funktionen e}. Entsprechend kon-
struiert man Formeln y2, %2, ... der Ordnungen p +2,p+3,....

Eine andere Anwendung von (7.1) betrifft die Schiatzung des Fehlers. Sub-
traktion von (7.1), (7.2) ergibt

) — (o, ) = W1 = 2 P)ey (&) + OGP
also
h _ +1
s, 5) () = 2 (e) + O
= )~y ) + O

Fiir hinreichend kleine A ist also




Dies ist eine Schétzung fiir den Fehler von y(z, %)

Das Bestehen von (7.1) ist fiir Einschrittverfahren unter allgemeinen Voraus-
setzungen bewiesen (siehe Bulirsch-Stoer II, 7.2.3), fiir Mehrschrittverfahren
im allgemeinen aber nicht.

Beispiel: Die Mittelpunktsregel fiir die Anfangswertaufgabe 3y’ = —y,
y(0) = 1 lautet

yk+2:yk_2hyk+1 ) k:())]-) )

und wir nehmen die Startwerte yo = 1, y; = 1 —h (= y(h) + O(h?)). Nach
Satz 7.5.1 ist

mit den Wurzeln

h
)\1:\/1+h2<1—> : >\2:—\/1+h2<1+

h
1+ h? m)

von p(A) = A? + 2h\ — 1 und mit Konstanten C, Cy mit

C, + O =1
Cl)\l + 02/\2 = 1—h .

Sei nun x > 0 fest und hk = z. Dann ist
y(a, h) = C1(h)A(h)™" + Ca(h) Ao (h)*/"

wobei wir jetzt die Abhéangigkeit von Cj, A\; von h explizit gemacht haben.
Offenbar sind die Funktionen A;(h) um A = 0 in konvergente Potenzreihen
nach h entwickelbar. Das gleiche gilt dann auch fiir C;(h). Auch A, (R)*/" 148t
eine solche Entwicklung zu, denn es ist fiir h — 0

tn (R = Zen a(R) = Sn(l + arh + ash? +...)

h h
= %(blh—i'bth—l—...)zm(bl—l—bgh—i—...).

Fiir Ay(h)*/" kann dies aber wegen des Faktors (—1)*/" nicht zutreffen: Der
Ausdruck oszilliert fiir A — 0!

Die Herleitung eines Mehrschrittverfahrens mit (7.1) ist daher keineswegs
einfach. Das bekannteste Verfahren dieser Art stammt von Gragg: Sei n ge-
rade.

Yo = y(%)

Y1 = yo+ hf(zo,y0) (Euler)

Ypro — Yk = 2hf(Tpi1,Ykr1), k=0,...,n—1 (Mittelpunktsregel)
Yn = %yn-&-l + %yn + %yn—l (Gléttung)
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Man kann dann zeigen: Fiir hinreichend glattes y gilt
Yn = y(zn) + e1(z0)h”* + ea(zn)h* + . ..

mit von h, n unabhéngigen Funktionen e,. Dies fithrt nattirlich zu (7.1),
wobei sogar nur gerade Potenzen von h auftreten.

Die praktische Anwendung des Gragg-Verfahrens kann im einfachsten Fall
etwa folgendermaflen geschehen: Man schreibt ein Unterprogramm

Gragg (z,y,h,tol, f) ,
welches folgendes leistet: Man setzt der Reihe nach

n =

ho= bbb

w\;—“l\')
NN

und berechnet fiir y(x 4+ h) mit dem Gragg-Verfahren Néaherungen

Ti(h), Ty (%), ..., und zwar mit
Ti(h) Y2 mit Schrittweite h |
To(h) = y4 mit Schrittweite h/2 usw. .

Man erstellt etwa 4-6 Spalten des Romberg-Schemas und priift, ob die Feh-
lerschétzung in der rechten Spalte zuverléssig ist und hinreichend klein ausféllt.
Ist dies der Fall, so wird © — = + h, y — y(z + h) gesetzt. h bekommt
unter Umsténden auch einen neuen Wert: Miissen viele Zeilen des Romberg-
Schemas berechnet werden, so wird h verkleinert. Tritt dagegen schon in den
ersten Spalten des Romberg-Schemas ein hinreichend kleiner Fehler auf, so
wird h vergroflert.
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7.8 Systeme von Differentialgleichungen und
Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Wir betrachten nun die Anfangswertaufgabe fiir Systeme von n Differential-
gleichungen 1. Ordnung

yi = f1($7y17~~-7yn) ) yl(‘ro) = Yo ,
y,2 = fQ(xJ Yiy--- 7yn) ) yQ(xO) = Y20 ,
y;z = fn(xvyla"wyn) ) yn(x()) = Yno

Fiihrt man die Vektoren
n fl(l’,y17~--,yn) Y10
y=1| |, flry=]": :
Yn fn($,y1;~-7yn) Yno
ein, so kann man dafiir

/

Yy = f(l',y) ) y(xo) =%Yo

schreiben. Damit iibertragen sich alle Aussagen und Verfahren fiir skala-
re Differentialgleichungen unmittelbar auf Systeme. Zum Beispiel lautet die
Lipschitzbedingung fiir Systeme

1f(z,y) = fz,9)ll < Llly =¥l

mit einer Vektornorm || - ||. Das Euler-Verfahren lautet

yk+1:yk+hf(xk7yk> ) ICZO,]., )
wobei jetzt y; eine Niherung fiir den Vektor y(xi) = (yi(wx), ..., yn(2s))T
bedeutet.
Die Anfangswertaufgabe fiir Differentialgleichungen n-ter Ordnung lautet
"o = fleyyytY) :
yD(zg) = o), i=0,1,....n—1

Setzt man

B=v, =y, um=y" "

so entsteht eine Anfangswertaufgabe fiir ein System 1. Ordnung;:

Vi = Yo . (o) = wo ,
Yy = U3 » Ya(To) =y :
n—2
Yo = Un s Ynoi(z0) = uy 1) ,
v = @y e tn) s dalze) = g
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Entsprechend kann man Systeme hoherer Ordnung auf Systeme 1. Ordnung
zuriickzufiithren, indem man die Ableitungen als neue Unbekannte einfiihrt.
Als Beispiel betrachten wir folgendes “Restringierte 3-Korper-Problem” (sie-
he etwa Siegel, Vorlesungen iiber Himmelsmechanik, S. 105, Springer 1956),
welches die Bewegung eines Satelliten im Schwerefeld von Erde und Mond in
einer gemeinsamen Ebene beschreibt. Rechnet man im Schwerpunktsystem
von Erde und Mond, so hat man folgende Konstellation:

Korper Masse Koordinaten
Mond i (1 —u,0)
Erde 1—pu (—u,0)
Satellit 0 (z(t),y(t))

Hier ist u (0 < p < 1) die relative Mondmasse p = 1/82.45. Die Bewegung
erfolgt in der x — y-Ebene, t ist die Zeit. x, y erfiillen folgendes System 2.
Ordnung:

i = 2y+a+ Fu(z,y)

T = %JT USsw.

j o= y—2&+Fy(zy)
— 1—p 2]
Fle.y) = Grmem T Gy
Dazu kommen noch Anfangswerte fiir z, ,y, y. Setzen wir

Y= , Y=Y , Ys=I , Ys=1,

so bekommt man das System 1. Ordnung

yo= Ys
Y2 = Ya
U3 = 2ys + i + Fi(yi,y2)
Ua = —2y3 + vo + Fy(v1,y2)

y1(0) = 2(0), 2(0) = y(0), y3(0) = (0), y4(0) = 4(0).
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7.9 Randwertprobleme gewdhnlicher
Differentialgleichungen

Bisher haben wir die Eindeutigkeit der Losung des Systems y' = f(z,y)
dadurch erzwungen, dafl wir y(z() vorgeschrieben haben. Allgemeiner kann
man Nebenbedingungen an verschiedenen Punkten stellen, etwa in der Form

Yy =flz,y) , a<ax<b
(9.1)
9(y(a),y(b)) =0

Man spricht dann von einer Randwertaufgabe.

Ein besonders einfacher Fall ist die lineare Randwertaufgabe 2. Ordnung

v + o)y +a(@)y(z) = f(z) , a<z<b
(9.2)

welche man natiirlich in (9.1) iiberfithren kann. Es seien p, ¢, f € C|a, b].

Satz 7.9.1 Das homogene Problem

v +py'+qu=0, yla)=0, yb)=0

besitze nur die triviale Losung y = 0. Dann ist (9.2) eindeutig losbar.

Beweis: Die Eindeutigkeit ist klar. Wir brauchen daher nur die Losbarkeit
zu zeigen. Wir beschrianken uns auf den Fall p = 0. Seien y;, yo Losungen
der homogenen Gleichung mit

Wir setzen

_ S n@)ye@@) , x <o
G($7y> = C{ yz(x)y1(96') o Z 2

mit einer noch zu bestimmenden Konstanten ¢. Wir werden sehen, dafl

y(x) = [ Gla.a) ()

eine Losung ist. Es ist
z b
y@) = o[ n@pE)f@)de + o [p@mne) e
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Y@ = e[y +c [y @)
y'(@) = clyryz — yayn) f(2)

+/m <dx+/% () () f (')

also
' tqy=cWf, W=yy— 1y .
Nun ist
W' =y"ys =y =0, W(a)=ya(a) #0,

also W eine Konstante # 0. Mit ¢ = % sind wir fertig.

O

Eine einfache und effiziente Methode zur Losung von (9.2) ist das Differenzen-
Verfahren. Sei x; = a + hi, h = (b—a)/n, i = 0,...,n. In jedem Punkt
x; ersetzen wir die Ableitungen durch geeignete Differenzenquotienten. Fiir
y € C* gilt

e G

() = y($i+1)2—hy($z‘—1) +O(h?) .

vgl. §7.4. Es ist daher naheliegend, Naherungen y; fir y(z;) als Losung des
Systems

Yier — 2Ui + Yio1 Yit1 — Yie1
h2 + p('T’L> 2h

+q(z)y; = f(zy), i=1,...,n—1,
(9.3)
yO:O ) ynzo

zu berechnen. Dies ist ein lineares System mit Tridiagonalmatrix.

Satz 7.9.2 (9.2) sei eindeutig losbar. Dann gibt es Konstanten hy, C' > 0,
so dap fiir h < hg auch (9.3) eindeutig lésbar ist, und es gilt fiir y € C*

max [y(z;) — y;| < Ch?

Beweis: Sei

Yir1 — 2Yi + Yia
12

Yi+1 — Yi—1
2h

Lpy; = + p(x;) +q(z)y; , i=1,...,n—1.
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Dann ist fiir y € C* der “lokale Diskretisierungsfehler”

Wegen Ly = f folgt
Lpy(x;) = f(z:) + Th(zi)
und das Verfahren lautet
Lyyi = f(xi) .
Durch Subtraktion findet man fir die Fehler d; = y(x;) — y;

LhdZ:Th(ZL‘Z) s izl,...,n—l.

Mit den Vektoren und Matrizen

aq bl
dq Th(x1) Ca az by
dp =] ;o Th=1: , Ap= '
dn—l Th(mn—l) e e bn72
Cn—1 Qp-1
2 1 p(x) 1 p(z)
P T 7o i;bizi ) T 7o
@i =~ ) 2 on YT T o
schreibt sich dies
Apdy, =Ty,
Ist Ay invertierbar, so folgt
ldnlloo < 1A% ool Thlloo -
Kann man also fiir A < hy mit geeigneten hy > 0
14, e < C (unabhéngig von h) (9.4)

zeigen, so folgt

dn||oo < C||Thlloc = O(R?)

und der Satz ist bewiesen. (9.4) ist die Stabilitdtsbedingung. Sie ist nicht
leicht zu beweisen. Wir verweisen dazu auf die Literatur.

Allgemeiner kann man nichtlineare Randwertaufgaben

y' = fleyy) o, a<z<b
(9.5)



betrachten. Zur Losung kann man ebenso vorgehen wie bei der linearen Auf-
gabe (9.2) und erhélt dann anstelle des linearen Gleichungssystems (9.3)
ein nichtlineares Gleichungssystem, das man etwa mit Hilfe des Newton-
Verfahrens (vgl. §3.3) 16sen kann. Eine Alternative ist das “Schiefiverfahren”:
Man 16st die Anfangswertaufgabe

!

y' = flz,yy)
yla) = a , y(a)=s

und versucht, s so zu bestimmen, dafl y(b) = /3. Bezeichnet man die Losung
der Anfangswertaufgabe mit y(z, s), so lost man also die nichtlineare Glei-
chung y(b,s) = . Dazu kann man irgendeine der Methoden aus Teil 3 ver-
wenden. Die Berechnung von y(b, s) erfolgt dabei durch irgendein Verfahren
zur Losung der Anfangwertaufgabe.

Beispiel: 3" = 342 y(0) = 4, y(1) = 1. Wir schreiben die Anfangswertauf-
gabe mit den Anfangswerten y(0) = 4, 3/(0) = s als System 1. Ordnung und
16sen dieses fiir verschiedene s mit Hilfe des Gragg’schen Verfahrens, wie es
in der IMSL - Routine DREBS implementiert ist. Die s-Werte werden nach

dem Prinzip der Intervallhalbierung (vgl. §3.1) gewéhlt:

s y(1,s)
-5 12.057576
—10 —2.400837
—-7.5 2.223303
—8.725 —0.477253
—7.80625 1.452413
—7.959375 1.092695
—8.0359375 0.918937
—17.99765625 1.005317

Im Rahmen einer 3-stelligen Rechnung findet man also s = —8.00; die dazu-

gehorige Losung y(x, s) ist eine Naherung fiir die gesuchte Losung der Rand-
wertaufgabe. Man findet iibrigens noch eine weitere Losung mit s ~ —35.8.

Es ist vielleicht interessant, diese bequeme Losung von (9.5) mit der analy-
tischen Methode zu vergleichen. Fiir die einfache Gleichung y” = f(y) findet
man der Reihe nach formal

vy = y'fy) )
y
%% 12 %F(w ’ F(y) = ff(z)dz ,

W= Fly)+c ’
Yy = £2F(@y)+tc ,

diy — de/'
++/2F(y)+c ’

N y(z) dz
({ 2F (z)+c - ra
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Diese Gleichung mufl man nach y(z) auflésen und dann ¢ so bestimmen, daf
y(b) = B wird. Man sieht, dafl sogar in diesem einfachen Fall die analytische
Losung viel komplizierter ist als das direkte numerische Verfahren.
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Kapitel 8

Partielle
Differentialgleichungen

8.1 Quasilineare Differentialgleichungen
1. Ordnung

Das Losen partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung kann man auf das
Losen von Systemen gewdohnlicher Differentialgleichungen zuriickfiithren.

Wir zeigen dies zunéchst fiir die quasilineare Differentialgleichung
Zai(:v,u)g = b(z,u). (1.1)

Wir formulieren die Anfangswertaufgabe fiir diese Differentialgleichung: Sei
im (z,u)-Raum die Anfangsmannigfaltigkeit

r: r=¢£(s), u=up(s), s€ SCR"! (1.2)
gegeben. Gesucht ist eine Losung v von 1.1 mit

u(€(s)) = puls), s€S.

Zur Losung dieser Anfangswertaufgabe betrachten wir das charakteristische
System
T =a(z,u), u=>b(z,u) (1.3)

von 1.1. Wir 16sen es unter der Anfangsbedingung

z(0,8) =&(s), u(0,s) = u(s). (1.4)
Die Losung sei z(t,s),u(t,s).
t

,s). Wir wollen z(t,s) = = nach x auflosen. Wir
suchen also Funktionen ¢t = t(z), s

= s(x) mit

(

z(t(x), s(x)) = x. (1.5)



Dies ist moglich, wenn

oxr Ox ox
det (825 e ’63n1>t:0 #0, se8

oder
det (a(€()u( D 2 (o) aif_l<s>)7éo, ses (1)

Eine Mannigfaltigkeit I' mit 1.6 nennt man "nicht charakteristisch”. Geo-
metrisch bedeutet dies, dass die Losung von 1.3, 1.4 nicht tangential zu I’
verlauft (im Sinne der Projektion in den z-Raum).

Wir setzen nun

U(z) = u(t(z), s(x))
und zeigen, dass U Losung der Anfangswertaufgabe 1.1, 1.2 ist. Nach Defi-
nition von t = t(x), s = s(x) ist

U(x(t,s)) = u(t,s).
Differentiation nach t ergibt

n 0@ _ Ou
; ot ~ ot

wobei als Argument immer (¢, s) zu nehmen ist. Wegen 1.3 bedeutet dies

" oU
Auflerdem gilt nach 1.4
U(&(s)) = U(x(0, 5)) = u(0, s) = pu(s)

Also ist U in der Tat Losung der Anfangswertaufgabe.

Beispiele:

1.
ou ou )

T1— + 20— =1, u=1 auf xy,=2x7.
18I1 28ZE2 2 !
Charakteristisches System:

.C‘L’l:l’l, 1’221’2, u=1

Anfangskurve: I' 1 21 =5, a9 =52, u=1

x1(t,s) = se',  ao(t,s) = s%e' u(t,s) =1+t
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Auflésung nach ¢, s:
s =xo/x1, t=log(a?/zy)
Losung der Anfangswertaufgabe:
U(x) =1+ log(z3/zy).

Dies hat Sinn fiir zs > 0.
Ist I' nicht charakteristisch?

S 1 2 ..
det(s2 2s>_8 #0 fir s#0,
d.h. aulerhalb des Nullpunkts.

Lou, ou
03:1 89[;2

Charakteristisches System:

=u, u=1 auf xy=21].

:i:lzu, jfgzl, U=1u

Anfangskurve I': 2 = s, 29 = 52, u =1

it 1) = (" = 1) +s, x(t,1)=t+s> wu(tl)=¢
det (11 ) —os—1240 fir s£1/2
et| | o5 | =28 ir s :

Berechnung von U (z):

(a) Suche s,t so dass x1 = (e! — 1) + s, 1y =t + §*
(b) U(z) =€

8.2 Die allgemeine Differentialgleichung

erster Ordnung

Diese ist von der Form

0
F(87u7p):07 pz:%,lzl,,n

Wieder wollen wir die Anfangswertaufgabe losen: Entlang 2 = £(s) soll u =

u(s) sein.
Als charakteristisches System bezeichnen wir jetzt

. oFr . & OF " (OF OF
fL“z'—(m,Ui;piam.,pi——Z(ami‘*‘pZ%)

=1 =1
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Beispiele:

1.

Quasilineare Differentialgleichung F' = Y% | a;(z,u)p; — b(z,u). Hier
ist 5
;;—az ——Zazxu = b(z,u).

Die dritte Gleichung wird nicht benotigt.

. Eikarel(?77)-Gleichung F = |p| — n(z).

Hier ist

& =p/lp|, @=|p|, p=Vn, oder, wegen F =0,

Das charakteristische System wird gelost unter den Anfangsbedingun-
gen

2(0,1) = &(s),u(0, 5) = p(s).

Es fehlen noch Anfangsbedingungen fiir p. Diese bekommen wir auf
folgende Weise: Aus der Anfangsbedingung fiir u folgt

fm " Ou (‘9& B B
d.h. . 8§
: =1,...,n—1.
aSk ZZ: 8sk ) K ’ "

Zusammen mit
F(&(s),u(é(s)),p(&(s))) =0

hat man damit n Gleichungen fir p;(£(s)),...,pn(£(s)). Wir bezeich-

nen deren Losung - so eine solche existiert- mitiy(s), ..., ¥,(s). Als
Anfangsbedingung fiir p verwenden wir dann
p(0,5) = ¢(s).

Zur Berechnung einer Losung U 16sen wir nun wieder z(s,t) = x nach

s,t auf und setzen
Ulz) = u(t(z), s(z)).
Diese Auflosung ist nahe x = £(s) moglich, wenn

¢ ¢

det(Fy (€(s). p(s). v (s)). (). o

(s)) #0.

Es kann natiirlich mehrere Losungen 1 geben; dann gibt es auch meh-
rere Losungen der Anfangswertaufgabe.
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C (auch FORTRAN, PASCAL erhéltlich), Cambridge University
Press).

IMSL-Bibliothek (International Mathematical & Statistical Li-
braries, Inc., Houston).

NAG-Bibliothek (The Numerical Analysis Group Ltd., Oxford).
MATLAB (The MathWorks)

159



